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Capítulo VII. Cálculo diferencial 
de funciones de una variable 
independiente 


$ 1. Derivada y diferencial 


1. Derivación de funciones explícitas. Sean x, y x, los valores del argumento 
Sl [Eds Ya == 1 (es) los valores respectivos do" la función y = / (5). La 
diferencia Az = z, — x, se Mama incremento del argumento y la diferencia 
Ay = led —/ (21) se denomina incremento de la función en el 


Y — 
to (21, 25. 

So denomina derivada de la función y — / (z) del argumento z ol límite do la 
razón del incremento de la función al del argumento cuando el incremento de 
este último tiende a cero: 


a E a 14-42) —1(2) 
pa a? bien f' (x) Po OE. 


(a derivada se designa también por 2) P 

La derivada os, gráficamento, la pendiente de la tangente al gráfico de la 
función y = f (x) en el punto z, o sea y' =tga. 

La derivada os la velocidad de variación de la función en el punto 2. 

La determinación de la derivada se llama derivación de la función. 


Fórmulas de derivación 
delas funciones principales 


NA: VI. (loga U=a . 
mn (vy=2>. 
2y= VIII. (sen 2)'=cos x. 
mL, (4) =-%. 
» IX. (cos 2)'=—senz. 
e X. (2) =sectz, 
V. (a%)/ =a* Ina. XI. (ctg 2)' =—cosec? x. 
VI. (Ina =L. XII. (arcsenz)= A 
E 
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XIIL. (arccos 7) =— XVII (ch == 


Vi=z” 
XIV. (aretga)= — » XVIIL (hz)= 
XV. (arcotg 2)'=— + XIX. (cth 2) = ==) 
XVI. (sh 2) = (EE y =on2. 


Reglas principales de derivación 


= u (2), v = v (2), funciones que poseen deriva- 


Yr=k Y (auto ko 4) (Cu =Cu; 5) (ue 
=wv-+uo; 0) (4-2: Dos y=/(0, u=u(2), o 50, 
y=flu(z)), donde las funciones /(u) y u(x) tienen deriva: 
AA 
(rogla de derivación de una función compuesta). 
732. Partiendo de la definición de una derivada (sin aplicar las 


fórmulas de derivación), hallar la derivada de la función y = 
=20 +50 —77 —4. 


Resolución. Damos a x el incremento Az, entonces y obtendrá el incre- 
mento Ay: 


y+ Ay =2(2+ 079 +5 (2+ 2) —7 (2 + Ar) — 4. 
Hallamos el incremento de la función: 
Ay =12 (2 + A2)3 45 (2 + Art 7 (24 Ar) — 4I— 
—(20 + 52? — 72 — 4) = 0x1 Az + bz Art 4 2 Ar + 
+ 10% Az +5 A21—7 Az. 


Hallamos la razón del incremento de la función con respecto al del argu= 
mento: 


entonces 


611467 Ar4+2 47410245 Ar—7. 
Encoslanes el límite de esta razón cuando Ax -» 0: 


lim ¿L= ¿im (659467 0242 4294-10745 427) =80 41021. 
Ax=0 ra 


Por consiguiente, según la definición de derivada y” = 6z* |- 10z— 7. 
733, Partiendo de la definición de derivada, hallar la derivada 
de la función y =/ 7. 


Resoluctón. Hallamos el incremento de la función Ay=V2FAz—V 2. 
De aquí 


y VEFRVZ y lim 6% _ tim V2+8-V2 
A Ar=0 Az — aro Az + 
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De este modo, 


— lin MA V DW AFA VD 
Ax=0 Az (YzFA2+V 2) 


Zi EA p 1 1 
ax 0 APN ax Vapda+ Va 22" 


Do suerte que y == 7 ñ 
734, Partiendo de la definición de una derivada, hallar la deri- 
vada de la función y = —ctgz—z. 
Resolución. Hallamos 
Ay = —ctg (2 + Ar) — (2 + Ar)+ clgr+ x= ctgx — 


— clg (a+ Ax) — Ar. 


Utilizando la fórmula ctga—ctg f— A obtenemos 
— sen (a+ A2—2) son Az 
E ETICO 
do donde 
sen Az 
Ay 


Ars 


y, por consiguiento, 


sen Ar 
A Az 
A O Fa o 
A > 
De suerte que y' a z 


Partiendo de la definición de derivada hallar las derivadas de 
las funciones: 


5. y=h. 7386. y=/Z. 


737, y=5s0nz+3cosz. 738. y 
739. y= 740, y=2*. 


5(lgz—2). 


4 
SF + 
Aplicando las fórmulas y reglas de derivación hallar las deri- 
vadas de las funciones siguientes: 
74. y=28 50 + 7244. 


Resolució (528y + (7: SAN a 
O SUR di di 


742, y=x2.e. 
Resolución. y = (Y + (13 = 115 +] Zuel = ze (14 2). 
743. y = 2 arctg z. 
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Resolución. y' == (arctg 7)' +arctg z-(13)=x%- .. +30tarctg x= 
aorta a. 
744. y =2V7 (3 lnzx—2). 


Resolución, Reescribimos la función dada en la forma de y =*/* X 
x (3 ln x — 2). Entonces 


y=en] + 201310 1-2=39M4 


+22 —20n= 2 yz 
anni E /FImz, 


745, y =Meonz 


son =—cos y 
O ro" 


Resolución. 
a ($00 2 cos 2) (cos 7 -+- sen 2) — (son z—cos z) (cos 2—senz)_ 
e (sen z-Fcos 2)? $ 
— (son z-+cos 2) (sen z- 
dd (sen z cos 2)* 
747, y =(22%+5)% 
Resolución. Designemos 2x* + 5 = u; entonces y = us. 
derivación do una función compuesta tenemos 
Y = (UL (29 + 54 = du? (62%) = 242% (229 + 5) 
748, y=tg"z. 
Resolución. y! = 6 tg z-(1g 2) = 6 1gó x-sectz. 
749. y=cos*z. 


jogún la regla de 


Resolución. y' = 2 cos x (cos x)' = —2 cos x-sen == —sen 2z. 
750. y =sen (27+3). 

Resolución. y' = cos (2x + 3)-(2x + 3) = 2 cos (2x + 3). 
751. y=tg Inz. 


Resolución. y' = sect In z-(In 2) = 2 «sen? ln ze 


752, y=sew E. 


3 


Resolución. y'=3sen? 


z 
xcos 


753. y=In(22+ de 


Resolución. y = 7 = (+5) - ++ . 

754, y=1n uz. 

Resolución. y = payo OR GIN — plage (a/2- (212) = 
1 1 


1 
218 (272) cost (2/2) —2Z80n(=/2)008 (2/2) senz * 
755. y=In(2+V 221). 


Resolución. 


A E 


1 
Va? 
a+ mp1 24 V 341 


VA Fi4z_ 


PET 
E van 
756, y=10(VZnz+1+VZsnz—1). 


Resolución. 
' 1 (VIanzpT. Tni-1)= 
y) WAR 
Só 1 ( 2008 x 2008 x )- 
VZsnzp1+Y 202-112 yY2s0nz+1 2 2sn2-1 
1 
5% T+VZma=T 


x os (VZs0n=p1 +VZsenz1)_ 
sent—1 S 


757. v= VERSE (24 V 2FR. 


Resolución, 


z 


ii 7 HRW AAA 


:4 2e 
24 V3Fk (+ 2V 3 Fk 


at y +2. 1 MATT 
2 3+Fk 2 224 DP VAFR 
— PH 
VEFE 
158. y marcan ¿Ez 
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Resolución. 


VE 2 NI 
(+) 

1 rt) 2er 
PUN ME 14 y 


1 li) 4 
A RA 


759. y =arctg M2. 


Resolución. y'= Pan += =>: 


760. y=e*-arctger— In 1Fe*. 
Resolución. Escribiendo la función dada en la forma de 


y= arg —L ln (14 eta), 


obtenemos 
e 
14e* 


as ens ex 
A A A 


y=e. ear 


son tone 
cl 


Resolución. Transíormamos la función dada: 


son r 
ln (14 sen x)—n cos x. 
Entonces 
po cos? x cos 1 —sen 7-2 c08 z (—sen 7) 
e costa 5 
1 cos — (—sen 2), 
1+senz cos z 5 
o bien 
, _Cost=+2sentx, cosx(1—senz), sonz _ 
:l 1—senz oo 
—00Stz+200m?z | i—semz , sonz 
ej cos z 
pa os? 142 sen? 
Toa 
762. y +u g2V 14+In cos Y z. 


187 


1 
2yz 
eV Zls0e 3) =L 19 yz. 


2/z 


Resolución. y'=1g Y 1-sect Y 7 


ai 
cos 


5sh3-2 ste 
763, y 50 E 36, 
Resolución. Hallamos 
pu . EA y O 
y =15sh qeh E +15 sh' 5 ch. > 
PEN ae 
=> (str), 


de donde, utilizando la relación ch*z—sh*==1, obtenemos finalmente 
EEE 
ys Pon. 


764. y = 2%, 
Resolución. Aquí la base y el exponente dependen de z. Aplicando logarit- 
mos, obtenemos 
ln y = 2% nz. 
Derivamos ambos miembros de la última igualdad con respecto a x. Como y 
es función de z, In y es una función compuesta de z y (In y) = 5 .y! fPor con= 
siguiente, 


-Inz, LG == (142 Im 2), 


o sea, 
=7y 142 Im2)=x2% (142107) =x+41 (14-210 2). 
765. y = (sen xjtex. 

Resolución. Tenemos ln y=1g x-In senz, de donde 


e 
L=tgr 
E 


maz -cos z-+-sec!-In sen==1-+sec? z-1n son a; 
y'=y (14-800? x.In sen z)=(sen x)18 % (1-4 sec? z.In sen 2). 
LP 342 
Tr 


Resolución. Aquí es también útil aplicar previamente logaritmos a la 
función dada, 


Iny=3l0 C++ In (3742) —2 In Ge+0—< In (12): 


, 3 Ar. 4 
a O er ES 


2 


2 da 
Bota" 
(27 —1)* y 3242 6 3 SY. 1 
va lt ta) 
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Hallar las derivadas de las funciones: 
167. y=L. 768. y=22/% 


769. y PV IL PV VEZ 


770, y=(224+21+2)07%. 
77. y=3x081n2—a3. 
772 y=. 


773. y =x*sen x + 2x cos z— 2 sen z. 
774. y ==10 (2234322). 


775. y=V 1-32. 
776. y=zarccos 7 —YI=2. 


777. y=V z arcsen Y 14 Y 12. 
778. y = (son-F—cos F)*. 


779. y=cosY (2/3). — 780. y=Intg EE, 


781. y=In / TERAZ. 


782. y=tg 2x E Un 2r+ tg 2z, 


783. y==FsenvVz— sony z- 
784. y=1In(3224+V9F1). 


785. y=FVB-2%+L areson E. 


786. 


787. y=—ctg? F—2 In senF. 
788. 


789. y==arctg Tz g 


=arctg Y 4221. 


790. y marcig VIE 


213 " 
791. y =arcsen er, si [e] < 1. 


Uns 
7 sen y z. 
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792. y—arccos IE 


eS E 
—sen e * cose”. 


796. y =1—esent óx cost3z. 
797. y In nr 
= In (sec z+ tg 2). 

= — In (cosec a + ctg 2). 


800, y e "E(Y 21). 801. y=In 7 
802. y (2)? 


3. 


cos 7 
03, sons 
803, y =areson 
804. cosec* (2/2). 


805. y 
806. y 
807. y 
808. y 0,5 [(2-a)/ 2 


Qn 2) — In (4/2). 
(25 + 3) —A1. 


Lux ++ 


+(B--02) In (24 a+ Y 27 + 2az + p)). 
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eE, 


809. y —aresen e* + arcsen Y/ 

810. A Y 2+F2a2+B). 

11. y= 

A > 

812. y = 1% + 2z sen x cos z + cos? z. 

813. y = ctg z cosec x + In (ctg x + cosec 2). 
son 

ESTE 

815. y = 3xsen' x + 3 cos x —cos' z. 
VEA 

816. y=1n VFAF1" 

817. y = e* — sen e* cos* e* — sen? e* cos e*. 

818. yace (a+) + Pz > 

819. y =2=(nz—31I0*2+6lnx—6). 


820. yla 216 VF-V 5, 


821. y=arctg 


822. y==57 as 3) 


7 (ear z)+ 


+4 In ra 
823. y=IntgF--cosz+-5 cost z. 


2005 (2/2) 


A Y DPI costaT2 * 


825. y=-+ 1g*son z+-ln cos sen z. 


826. y=In (1 


827, yn E 
828. y=22tg 224 In cos 22—22%. 


829, y=arecos (2e—4). 830. y=1n ln zi(ln In ln 2—1). 


zlo 


res 


apra - 
833. y =arcty 


831. y= 832. y=In 


834. y=1Intg 7 


835. y—F senta + costa Fl cos 2. 


836. y - tgttgz+3tglgz. 


837, y = 2242 — in YE =- 


838." y 


839. vn ¿1 fin (2241) —2). 
840. y =sec x (1 + In cos 2). 
841. y =e" Y 1—=e%—arcsen e”. 
842, y =20080x-3co8x, 

E qe 


843. y= 


ad 
z 


844. y= 
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845. y=xsenzcosz + cost z. 


me 
Hr * 


846. y= 


847. y=Intg7— 


sen 7 


851. y 00.51% cos z, 


852, y arg 


853. y=w%e"* Inz. 


854. y=arccos PI=2. 855. y —10gx 2. 
22 


856. y=—mY —2+2a1+P+(ma-+n) arcsen Va 


857. y = log, sen? z. 
858. y=l0ga (24 Y 2359). 
859, y =2tenx, 860. y= 


861. y 2 (41 


ana 
IA 
864. y = (ztg x + In cos 2)-tg (z tg x 4 In cos 2) + 
+ In cos (2 tg z + In cos 2). 
865. y = (x cos x — sen 2) [In (x cos « — sen 2) — 1). 
866. y = 3 sen (ze* —e*) — sen? (ze* —e*). 


863. = L(m +1) cos (a In 2) +1 sen (nn 2)). 


867. y =arccos (22 Y 122). 

868. y=|2|(2%0). 869 y=1f(7)l. 

870. y =|32—5|. 871. y =exl 

872. y =|21+ 12-21 

873. y = xe* (sen x —cos 2) + e* cos z. 

874. y =1n [z sen x+cos + Y (2 sen z +cos 2)2+11. 


875. y=Z(2Inz—z—1). 
876. y = lO£cos x Sen Z. 


192 


877. y=lo0ge ("+ Y 23"+1). 


878. log, €. 879. y = log, z. 
880. y =1logw 2%. 88l. y =21/Inx, 
882. y=%. 883 y=5 2. 


884. y=219%, 885, y= 


886. Mostrar que (sec 1)” = sec x tg z. 
887. Mostrar que (cosec 1)” = —cosec x etg z. 
888. Mostrar que (u')' = vu'-l.u' + ul-w' Inu. 
889. Deducir las fórmulas de derivación de arcsec 2 y arccosec z. 
890. ¿A qué es igual la expresión u = y? + y'2 + 4yYy' si 
y =2c0s a? 


891. Mostrar que la función y=(=*+1)(e*-+C) convierte en 


c(a+4)., 


identidad la ecuación y'— 2 


2. Derivación de las funciones implícitas. Sea que la ecuación F (z, y)—0 
determina y como función implícita de z. En adelante consideraremos esta fun- 
ción derivable, 

Derivando con respecto a z ambos miembros de a Aa Pz Ei 
obtendremos una ecuación de primer grado con respec artir de es 
ecuación se encuentra fácilmente y”, o sea, la derivada, po de (de ¡ón a 


892. Hallar la derivada yí a partir de la ecuación 2?+y*=4, 


Resolución. Como y es función de =, consideraremos y* como función com- 
pleja de z. Por coosienienta, (u2)' = 2yy”. Derivando con respecto a z ambos 
miembros de la ecuación dada, obtendremos 2x + 2yy" = 0, o sea, y” = —=/y, 


893. Hallar la derivada y a partir de la ecuación x* +4- In y — 
— e! =0, 


Resolución. Derivando con respecto a z ambos miembros de la ecuación 
obtenemos 


(2xpel — 32%) y 


300 Ley 201 =0, 0 t= 
34 ely 2201 =0, se y 137 


Hallar la derivada y£ de las funciones implícitas: 


894. 2% + y? —3xy =0. 

895. Axl + 2Bxy + Cy? + 2Dx + 2Ey + F 
896. vi —Griy? + 94! — 5? + 15y? — 100 = 
897. 19 —y* =0, 

898. sen y + y son z =0. 

899. e% + el — 29% 4 =0, 

900. sen (y—2)—In (y—2) +2 Y—=2—3=0. 
901, L em vz o. 


902. 2" + y*lnz—4=0 
903. 2% sen y + y* cos 1 — 21 —3y +4 = 
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3. Derivación de funciones paramétricamente dada: 
argumento z está definida por las ecuaciones paramétricas z 
entonces 


la función y com 
90 = Y 0 


. qu 

, s dy _ at 
a 
dr 


904. Hallar y'=<2 si 2=00+30+1, y=30 45844 


Resolución. Hallamos Ga, 1504150, Por consiguiente 
ldy 150-150 
3 


=51. 
q 54, 


905. Hallar y/=2 si z=acost, y=asent. 


906, Hallar y =2 si z=e"tsent, y=e! cost. 
907. Hallar pr= si p=(FVa+1)a 0=/2eY, 
908. Hallar y'=GL si z=cht, y=sht. 


4. Aplicaciones de la derivada a los problemas de la geometría y la mecá- 
pica. Si una curva está definida por la ecuación y = / (2), entonces /' (20) = 
= tg a, donde a es el ángulo formado por el semieje positivo Oz y la tangente 
trazada' a la curva en el punto con abscisa Za; 

dí La ecuación de la tangente a la curva y = / (z) en el punto Mo (zo; Yo) tiene 
la forma 


Y— Vo = Yo (2— Zo), 


donde y; es el valor de la derivada y” en el punto Mo (zo; yy): 

Se llama normal a la curva, la recta perpendicular a la tangente que pasa 
por el punto de tangencia. 

La ecuación de una normal tiene la forma 


1 (2—20)» 


Se denomina ángulo entre dos curvas y = f1 (x) e la (=) en el punto de 
intersección Mo (zy; Ya), al ángulo comprendido entre las tangentes a estas cur- 
vas en ol punto M4. Este ángulo se determina por la fórmu! 


0 
ES AA 


Si para el movimiento rectilíneo de un punto se asigna la ley de movimiento 
+= 3(0, entonces la velocidad de movimiento en el instante fa es la derivada 
del recorrido respecto al tiempo: »= s' (ts). 

909. ¿Qué ángulo forma con el eje de las abscisas la tangente 
a la curva y = (2/3) a? — (1/9) 2”, trazada en el punto con la absci- 
saz=1? 

Resolución. Hallamos la derivada y" = (10/3) 2% — (1/3) 23% para 2 =1 
tenemos y” = 3, o sea, tg a = 3, de donde a = arctg 3 = 7434”. 
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910. ¿Qué ángulo forma con el eje de las abscisas la tangente 
arábola y =2* —3z + 5, trazada en el punto M (2, 3)? 
r las ecuaciones de la tangente. 
911. Escribir las ecuaciones de la tangente y la normal a la 
curva 22 + 22y? + 3y* =6 en el punto M(1; — 
Resolución. De la ecuación de lá curva determinamos la derivada; 
Caral ld 


224 2y HAY + 129 = 0, 0 sen, y = — be 
Por consiguiente, y¿= “io > +. 


La ecuación de la tangente es 
rH=hu—0, o bien, 2—4y—5=0, 


La ecuación de la normal es 
y+i=-4(—1), obien, 4r+y=3=0. 

912. Hallar el 
=83-wMe y 
Pesolución. Resolviendo conjuntamente las ecuaciones de las parábolas, 
encontramos les puntos de xu intersección A (2; 4) y B (2: 4), Derivamos las 


ecuaciones de las parábolas: .. Determi 
de las tangentes e parábolas en el punto A (o sea, halla 


derivadas para x —2): ky=—4, k,=4. Por lo tanto, tgly, = 


gulo comprendido entre las parábolas y = 


S= Al +91 = aretg (—8/15). Del mismo modo so determina el ángulo com- 
prendido entre las curvas eu el punto B; q, = arctg (8/15). 

913. Hallar la ecuación de la normal a la parábola y? = 2pz 
en el punto M (zo; yo): 

914. Escribir la ecuación de la tangente a la hipérbola 1/9 — 
—y/8=1, trazada en el punto M (—9; —8). 

915. Escribir las ecuaciones de la tangente y la normal a la: 
astroide yes t, y = V 2 sen? t, trazadas en el punto pare 
el cual £ = 2/4 

916, Escribir las ecua 
cicloido x =t—sent, y 
el cual £ = 2/2 

917. Escribir las ecuaciones de la tangente y la normal a la 
parábola semicúbica x= f%, y = 8%, trazadas en el punto para el 
cual £=2, 

918, Mostrar que la ecuación de la tangente a la elipse 2Y/a2 + 
+ y?/b? = 1 en el punto M (za: Yo) tiene la forma xxy/a? —- yyo/b? = 
=4, 

919. ¿Qué ángulo forma con el eje de las abscisas la tangente 
a la curva y =shx, trazada en el punto (0; 0)? 

920. Escribir las ecuaciones de la tangente y la normal a la 
catenaria y = ch (2/2), en el punto donde < — 2 1n 2 


mes de la tangente y la normal a la 
1 —cos t, trazadas en el punto para 
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921. ibir la ecuac de la tangente a la hipérbola equilátera 
x=cehí, y sh, en el punto £ 

922. llallar el ángulo comprendido entre la curva y = x 4% 
y la recta y = he. 

23. Hallar el ángulo entre 1 
. Hallar el gulo entre las líneas y 4 sens, 
. Hallar el ángulo entre las curvas 2% + y 
5. Hallar el ángulo entre las curvas y=Y2Zsenx, y= 


curvas y = 0 e y Ma 


z. 
. Para el movimiento rectilíneo de un punto, el espacio 


recorrido en función del tiempo está definido por la ecuación s 
= 155 + (2/1) sen (at/S) (t, en segundos y s, en metros). Determi: 
nar la velocidad de movimiento cuando han transcurrido dos segun- 
dos. 

Resolución. Determinamos la derivada del espacio recorrido en el tiempo: 


tenemos 1£ — Por consiguiente, 0= 


dr 


Para (= 
40,18 m/s 
928. Por la parábola y =x (8 —=2) se desplaza un punto de 
modo que su abscisa varíe en función del tiempo £ por la ley x= 
2 V € (t, en segundos; x, en metros). ¿Cuál es la velocidad de 
variación de la ordenada en el punto A% (4; 7)? 


Resolución. Determinamos la ley de variación de la ordenada; sustituyendo 
en la ecuación de la parábola x por £ y 2, obtendremos y — Bt y 7 — £%. La 
velocidad do variación de la ordenada es la derivada de la ordenada con respecto 
al tiempo: y =12 y T— 31. Para el punto M4 (1; 7) el valor de £ es igual a 4. 
Por lo tanto, 4;.., = 9, o sea, la velocidad de variación de la ordenada es igual 
29 mí 


929. El espacio recorrido en función del tiempo está definido 
por la ecuación s =t ln (£ + 1) (£, en segundos y s, en metros). 
Hallar la velocidad de movimiento cuando han transcurrido dos 
segundos. 

929a. Por la parábola cúbica y — 1? se mueve un punto do modo 
que su ordenada varíe en función del tiempo £ por la ley y =af%. 
¿Cuál es la velocidad de variación de la abscisa en función del 
tiempo? 


5, Determinación del ángulo formado entre un radio vector y una línea. 
Consideremos una línea plana y = f (x) en las coordenadas cartesianas, Como 
dirección de la línea en un punto Af (z. y) dado, se adopta la dirección de la 
tangente a la línea en este punto, y ella se determina por medio del ángulo o. 
entre la tangente y la dirección positiva del eje Oz (calculado en sentido con- 
trario a la marcha de las agujas del reloj), además, tg a = y”. El coeficiente 


angular del radio vector del punto M será tg y= 2. Entonces el ángulo for- 
E gi 
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mado por el radio vector y la tangente a la línea en el punto dado será 


() 


Si la línea se da en coordenadas polares r = r (q), entonces la igualdad (+) 

se puede representar de otra forma, utilizando la relación x= r cos p, y = 

7 sen p. Hallamos dy — ydx — 1? dq, y zdz + ydy = rdr, entonces, tg w = 
rap" r 


a 
E t 


930. 1) Hallar el ángulo entre la parábola y =4— 
radio vector del punto M (1, 3) de esta línea 
ps 


2Fu 
del punto dado, obte- 


Resolución. Aprovechamos la fórmula tgw= 


+ Reemplazando con las coordena( 
a 


Y 
nemos, tg 


la parábola y el radio vector en el punto 4 es igual a E. 


. De este modo, el ángulo formado por 


2) Hallar el ángulo entre la circunferencia r =a y el radio 
vector de cualquiera de sus puntos. 


Resolución. =0, entonces, tgu=-L= 
y 


3) Hallar el ángulo entre la hipérbola equilátera x* — y? = 36 
y el radio vector, en el punto M (10, 8) de la hipérbola. 


de la función 


3 Pi E -21y 
—2yy'=0, y = L, entonces, tgu= EZ PYYY 
OSMA A Ñ a COS yy En] 


025 marctg 02%. 


4) Hallar el ángulo formado por la cardioide r = a (1 — cos q) 


y el radio vector en el punto M (La, 3). 


Resolución. Hallamos implícita 7 


punto Af dado, tgw= 


Resolución. F=asenq, tgo= En el 


punto M: tgu=tg + e. + 

5) Hallar el ángulo formado por la parábola y? — 8 y el radio 
vector en el punto 3 (2, 4). 

6) Hallar el ángulo entre la espiral de Arquímedes r — aq y el 
radio vector de cualquier punto de la espiral. 

7) Hallar el ángulo entre la circunferencia r cos q y el radio 
vector, en cualquiera de «us puntos. 
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8) Hallar el ángulo entre la circunferencia (1 — 7)? + (y — 5 = 
= 2 y el radio vector del punto M (6, 6). 

9) Hallar el ángulo formado por la hipérbola zy = 6 y el radio 
vector del punto M (2, 3). 

10) Hallar el ángulo entre la cardioide r = a (1 + cos q) y el 
radio vector del punto M (a, $). 

11) Hallar el ángulo entre la espiral r = ae"% y el radio vector 
de cualquier punto de la espiral. 

2 ye 
12. Hallar el ángulo entre la elipse +=1 y el radio 


100 * 
vector en el punto M (6, 4, 8). 


6. Derivadas de órdenes superiores. Se llama derivada de segundo orden 
(segunda derivada) dela función y = /(=) a la derivada desu derivada. La segunda 


derivada so dosigna así: y”, £2 ¿jo bien /“lo) 
Sis =f(ty ss Ta Toy Ide! movimiento rectilíneo de un punto, la segunda 
derivad . del espacio recorrido con respecto al tiempo ES es la aceleración de 


este movimiento. 
Análogamento, la derivada de tercer orden de 
vada de la,derivada de segundo orden y” = (y”)'. 
En geseral, se denomina derivada de n-ésimo orden de la función y = f (z) 
a la derivada de la dorivada de orden n — 1: y(m = (y(n=1)'. La n-ésima deri- 


so designa por yl”, por 2. o bien por ¡0 (2). 


Las derivadas de orden superior (gunda, tercera, etc.) se calculan por 
la derivación sucesiva de la función dada. 
Si una función está definida por ecuaciones paramétricas: 


2=0(0 y=y(0 
las derivadas yz, Vix» + +.» se calculan por las fórmulas 


función y =/ (=) es la dori- 


va 


A 
mo AA Vi 


La segunda derivada se puede calcular también por la fórmula 


931. y = 0 +20 30 —2? —L2 +7. Hallar y!, y”, yy 


Resolución. Tenemos 


y =5114811—911—2z. 


y =2%M2421?—187—2, 
y"=607*+487—18, 


Y =120:+48, 
y =120, 
yI=yU=...=0, 
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932. y =Inz. Hallar y. 
Resolución. Tenemos: 


ca? 
y=t=oa, 
y=—t:23, 
y"=1.259, 
Y Y=-4.2.30 


ya) 


EN O LN 
933. y =2*. Hallar yw. 


Resolución. — Tenemos y =2%m 2, y" = 28-082, y" = 251082, 
y = 2% Inn 2. 


934. y = sen z. Hallar y”. 
Resolución. Tenemos 


y =cos 2=sen (++) a 


y =—senz=sen ( +25), 


cosmos (2404), 


a AN 


935. Hallar y =L, y=-LL si x—acos*t, y=0:s0R0t. 


Resolución. Tenemos 


o BY BOC da emtecont _ 
TO TT TETAS 

% (O mete 1 

Ear acosta] a costisent da sentcosT * 


Hallar las derivadas de segundo orden: 
937. y=2*(2 ln 2—3). 


938. y =P] AV TAG VIAS care son z. 
cos3z. 
940. y=zIn(2+-V 233 F a) YT. 


a ps: sia z=arecos Y £, 
y=a(1—cost). y=Vi 


939. y=—hasen3r 
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943. Mostrar, que la función y = sen In x + cos ln z satisface 
la ecuación z%y” + ey" + y =0. 

944. Mostrar que la función 
ción y” + 4y =áx. 

945. Para el movimiento rectilíneo de un punto el espacio 


recorrido en función del tiempo está definido por la ecuación s == YE. 
Hallar la aceleración del punto al final del cuarto segundo. 
Hallar las terceras derivadas: 


946. y= 
948. y=(224 3) 233. 
Indicación: sh 2x = 2 sh x ch z. 
Hallar las derivados de n- 
951. y 
. y=5—3cos*x. 953. yea pes 
9% y EEE 055. ye. 


y =x + sen 2z satisface la ecua- 


po 05. [200 
56. y =008 2. . 957. ¡a 
r=at+bh, 
958. ( 
lar py. 
959. Mostrar que la Junción, "> + 26% satisface la ecuación 


Ao + My — 6y =0 

960. Mostrar que la función y=* 
satisface la ecuación y" + yIV+y"+ 
+ +y + y = 043284 62 +6, 


Fig. 28 incremento, ¿del argumento: dz = Az. 
La de una función es igual 
al producto de su derivada por la diferencial del argumento: 
dy = y'dz. 
La diferencial equivale geométricamente al incremento de la ordenada de 
la recta tangento al gráfico de la función en el punto M (2; y) (Mig. 28). 


Propiedades principales de la diferencial 


1a, ac = 
22. d (Cu) 
. du E 1) = du + de. 
43. d (ue) = u do v du. 


, donde C = const. 
C du. 
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50d (E) 


v e 
6%, df (u) =f' (u) du. 
Si el valor absoluto del incremento Az del argumento es pequeño, entonces 


Ay = dy 


+A) A f()+/ (2) Az. 
Do este modo la diferencial de una función puede emplearse para cálculos 
aproximados. 
Se denomina diferencial de segundo orden de la función y = / (2) a la dife- 
rencial de la diferencial de primer orden: d%y = d (dy). 
Análogamente se define la diferencial de tercer orden: d%y = d (d%y). 
En general, dry — d (dn-!y) 
Si y = (2) y z es una variable independiente, entonces las diferenciales 
de órdenes superiores se calculan por las fórmulas: 
dy = y” (dz), dy = y” (dxP, ..., dy = y0 (dz)n, 
961. Hallar la diferencial de la función y = arctg z. 
Resolución. dy= (arctg Ya M 
962. Hallar la diferencial de la función s= ef. 
Resolución. de = el3-3£ de. 
963. Hallar las diferenciales de primer, segundo y tercer orden 
de la función y — (27 — 3)%. 
Resolución. Tenemos 
dy = 3 (27 — 3)*-2dx = 6 (2 — 3)* dz, 
diy = 12 (22 — 3)-2dx? = 24 (2: — 3) det, 
dy = 24-247 = 4847. 
964. Hallar las diferenciales de primer y segundo orden de la 
función v =.e*, 
Resolución. dv = 20% di, dv 4eXt-d£%. 
965. Comparar el incremento y la diferencial de la función 
y = 20 + 5a?. 
Resolución. Wallamos 
Ay =2 (24 Ax) +5 (1 4 Ar)! — 277 — 518 = 
= (672 107) Ar + (Gr + 5) Ar? — 242%, 
dy = (Gr? + 40x) de. 
La diferencia entre el incremento Ay y la diferencial dy es un infinitésimo: 
de orden superior a Az e igual a (6 5) Art -—- 2443, 
966. Calcular el valor aproximado de aresen 0,51. 


Resolución. Examinamos la función 
Az = 0,01 y aplicando la fórmula aresen (x + 
obtenemos 


y 


— aresen x. Maciendo x= 0,5, 
Az) = aresen x — (areson7)'-Az 


y] 0,011 


aresen 0,51 = arcsen0,5 + EJER 


En 


967. Calcular el valor aproximado del área de un círculo cuyo 
radio sea igual a 3,02 m. 


Resolución. Utilicemos la fórmula S = aR*. Haciendo R = 3, AR = 0,02, 
tenemos 


AS = dS = 2xR-AR = 2n-3-0,02 = 0,121. 
Por consiguiente, el valor aproximado del área del círculo es de 9x1 + 
12n = 9,12: 66 (m8). 


+0, n= 28,1 ma 
Hallar las diferenciales de las funciones: 
6 VD 242 E 
968. y=F 0234 Larcson +. 


arctg er, 
z (Inz —1). Hallar dy, dy, Py. 

ln (< + V27 FA). Hallar dy. 

Jomparar el incremento y la diferencial de la función 


=1lz 
975. Calcular Ay y dy para la función y = 
"3 0,0t. 

976. Hallar el valor apro 

977. Hallar el valor aprox 
de 2,01 m de radío. 

978. Hallar el valor aproximado de tg 46 

979. Hallar el valor apro: «o de ln tg 47 a 

980. Hallar el valor aproximado de ra partir de la ecuación 
13 sen x —15 cos x =0. 


—2r siz=3 


mado de arctg 1.05. 
lo del volumen de una esfera 


981. Hallar el valor aproximado de y 


$ 2. Investigación de funciones 


1. Teoremas de Rolle, Egrange, Cauchy y fórmula de Taylor. 

Teorema de Rolle. Sí la función f (x) es continua sobre el segmento la, b] 
dertvable en el intervalo ] a, d|_y f (a) = / (0), entonces en el intervalo ] a, bl 
hay al menos un valor de x= E para el cual f' (E) = 0. 

Si, en particular, f (a) = 0, f (b) = O, el teorema de Rolle significa que 
entre dos raíces de la función hay al menos una raíz de su derivada. 

Teorema de Lagrange (sobre el incremento finito). St la función f (x) es con- 
tinua sobre el segmento [a, b] y derivable en el intervalo ] a, b [, entonces en este 
dntervalo hay al menos un valor de z = E para el cual se cumple la igualdad 
10-1()=06—01 (b. 

Estos teoremas tienen la interpretación geométrica siguiente: sobre el arco 
AB de la curva continua (z) que tiene en cada punto interior cierta ta 
«gente (no paralela al ojo ón hay almenos un punto interior en el cual la tas 
gente es paralela a la cuerda AB. (Para el teorema de Rolle tanto la cuerda 
AB como la tangente son paralelas al eje Oz.) 

Teorema de Cauchy. St las funciones Í (=) y p (z) son continuas sobre el seg- 
mento la, b] y derivables en el intervalo | a, b 1. siendo 9" (2) 2 0, enfonces en 
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este intervalo hay al menos un valor de x= E para el cual 
10-10 +1 
DOSIS 
donde a<E<6b, 
Fórmula de Taylor. La función f (x) derivable n + 1 veces en cterto intervalo 


que contiene el punto a puede representarse en forma de la suma de un poltnomio 
de n-ésimo grado y del término residual Rs 


10104 EL a+ LO a+... 


AO a 94 Rns 
STO) 
(+01 

donde az=Ez=zx, 0 bien, E=4a-0(2— a), siendo 0<0 <1. Cuando 

a ="0, se obtiene la fórmula de Maclaurin 


10m + LO LEO o LO a, 


Rn= f—ana, 


1012) (Oz) 


el put, A 
Ra FM zm, 0<0<1 
Citamos los desarrollos de algunas funciones por la fórmula de Maclaurin: 
zz, 1, a zn A 
E EE A 
Ca ele 
A 


zm (— ppm 


E 
tr += pr Pam 


PA ama 
1)" cos 07 ¿E 
e em (—4m 


at NA FRemens 


amos 
Ramer=(—1)M*! cos Oz- EnFar 5 


m (m1) (m—2) 
E 


A m4 


nn to). (mob ¿nel (1 Oz)menaa 


(siempre 0 <0 < 1). 
2. ¿Se cumple el teorema de Rolle para la función f (2) = 
= xl —6z + 100, si a= 4, b= 5? ¿Con qué valor de E? 


todos lo: 


Resoluctón. Como la función f (2) es continua y derivable para to 
valores de x y sus valores en los extremos del segmento (1, 5] son iguales 
+ (0 = (5) — 95, el teorema de Rolle se cumple sobre este segmento. 
minamos el valor de E a partir de la ecuación f' (2) = 27 — 6 = 0,0sea, 3 = 
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983. ¿Se eumple el teorema de Rolle para la función [(2)= 
=V 812 si a—0, b=8? ¿Con qué valor de E? 

Resolución. La función f () = ] 87 — Fes ta para todos los valores 
de z y tiene la derivada f' (1) = (8— 20133 TI) cuando x 4 0, 54 8, 


o sea, es derivable en el intervalo 10, 81. A 10) — F (8) — O; De esto 
o 10, 8); en efecto, /' (2) = 


=0 para 7=¿= 4 

984. Se da la función f(x) = (¿—8P.. Sean a—0, b=16, 
Entonces $ (0) —=f(16) 4. Sin embargo, la derivada f(x) 
2/(3//7—8) no se anula en ningún punto del intervalo] 0, 16[. 
Jontradice esto el teorema de Role? 


Resolución. No, no hi 
10, 16[ la derivada no 
observan. 

985. Mostrar que la derivada del polinomio f (7) = 1% —4*— 
—x +1 tiene una raíz real en el intervalo ] — 
os del pol ¡o dade 


1 punto - — 8 delintervalo- 
teorema del Rolle no se 


Resolución. Determinemos las ri da 
=0, 0 bien (+— Uf(2+ 1) 0, 0 sea xy le Sd, - 4. Puesto 
que/ (1) 00 vs, según el teorema de Rolle /' (x) tiene una raíz. 
. Determinamos las raíces de la derivada: /' (2) = 
1 osea ri —M3, x2 - 1. De este modo, entro las raícos 
de la función —1 y Uhay una raíz de la derivada, igual a —1 

986. Sobre el arco AB de la curva y — 2% a? hallar un punto 
M en el cual la tangente sea paralela a la cuerda AB si A (l; 15) 
y B (3 —3). 

Resolución. La funció 
los valores de x. Según el 
existe un val 
donde y! - 


y (3 


10M. 6—Dv E 3%) — (Qui — 1?) - 

G— 1-2 — 25 4 4 (1— E. 
De aqui E 2, y (2) 0. De este modo, el punto M tiene las coordenadas 
(2; 0). 

987. Sobre el arco AB de la curva definida por las ecuaciones 
paramétricas x = (?, y = (* hallar un punto M en el cual la tangente. 
sea paralela a la cuerda AR, si a los puntos A y B corresponden los. 
valores de £ =1 y £ =3. 


Resolución. La pendiente de la cuerda AB es igual a O y la 


Mo (cuando £ 


Para doterminar E por el teorema de Cauchy obtenemos la ecuación 
10 0_ 46 13 3. 
200 70" E 4 " 
o sea, E= 13/6. El valor hallado de E satisface la desigualdad 1<E<3. 


o bien o bien 
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paramétrica de la curva, 
. De suerte que el punto buscado es 


988. Representar la función f (2) = / 7 en forma de un poli- 
nomio de quinto grado con respecto al binomio x —1. 


Resolución. Calculamos los valores de la función f (z) = x 1/2 y sus deriva= 
das hasta ol quinto orden inclu : 


fM=1  f(M= 


rm ra rod 


Mlio=> 108, f"(M)=> 


27 


880 
23 


Por consiguiente, según la fórmula de Taylor obtenemos 


880 


14 - 


m= rn, 


2 


Vimai+ 3 UA 


10 e 
+ ear e—0+ 


(— Ed Mo, 


«onde 


No 12320, 


RA 


UA), 1<E<z 


989. Representar la función f () = a” (a > 0) en forma de un 
polinomio de tercer grado con respecto a z. 


Resolución. Tenemos 
F6)=ax, 10) 4, 
Flio=ae* Ina, F' (0)=Ina, 
(2) =4% In? F'(0)=1n%a, 
f"(2)=a* Ina, 17 (0)=1In% a, 
Pijama, PV (Or) = Int aca, 
Por la fórmula de Maclaurin obtenemos 


2%lnta, 231n%a 


a OS 


990, Calcular con una exactitud de hasta 103 el valor aproxi- 
mado de 29. 


NO Ropresentamos la raíz dada así: ] 2W=j27P2=3 X 
x (143). 
Utilizamos el desarrollo binomial 


O E pmp. [montt M4 Ro 


De aquí obtenemos la igualdad aproximada 
mim—1) 


0 (1 Or) mona 


puede hacerse tan pequeño como se quiera cuando | =] <1 y m lo suficiente 
mento grande. 
Suponiendo x = 2/27 y m= 1/3, obtendremos 
De 2 2:2-2:5 
De at 


Evaluando los valores de los errores sucesivos de cálculo de 3] R, |, en- 
contramos 


3111 < 22 <o.002, 31+1< 2223 < 0,0009, 


ud prefijada es suficiente tomar los: 


Por lo tanto, para calcular con la exactitud pre 
VD 3 (1 + 0,024 — 0,0006) = 


tros términos que preceden al resto Ha, 0 se 


991. Calcular Y € con una exactitud de hasta 0,0001. 


Resolución, Utilizamos la fórmula de Maclaurin para la función e*: 


ne 
AT+ Am 


A 


iS 


Sita 


1,0<0<1. Haciendo x=1/2, obtenemos 


Et... 
des an 

onde An pap 0 SOSA. 
Como 0<0<1, 2<e<3, entonces Ra < rep Pero 02. 


Por eso Rn< PT Se necesita determinar n de modo que se cumpla 
lo dosigualdad Rin 0.0001. 


Si n=3, 


sin=4, 


sin=5, 


Para determinar yZcon una exactitud de hasta 0,0001 obtenemos la igual- 
FU 


dad aproximada 


e 8 1 
Vesta tz 


1 


+ 


Efectuamos la adición, convirtiendo todos los sumandos en fracciones deci- 
males con un número sobrante (de reserva): 
1,50000 
0,12500 
0,02083 
0,00260 
.00026 


De suerte que /2= 1,6487. 

992. Se da la función f (2) que es continua junto con sus deriva- 
das hasta el orden de (2 — 1) inclusive, sobre el segmento [a, b) 
y tiene la derivada de n-ésimo orden en el intervalo la, b[, con 
ello para esta función se cumplen las igualdades f (a) = ] (2,) = 
=f(0)= ... ft) =F(b), donde a<x<z< 
e. <p < b. Demostrar que en el intervalo ) a, bÍ 
menos un punto E para el cual [0 (£) =0. 

993. Examinar el caso particular del problema precedente, si 
1(0)=-—1) (2-9 (—3) (2 —4), a=1, 1, =2, 2, =3, 
db = 4. Determinar E. 

994. Representar en forma de un polinomio de tercer grado 
con respecto ax zo (za 70) la función 1/z. 

995. ¿En qué punto del arco AB de la curva y =2%—3x, 
la tangente es paralela a la cuerda AB si A (0: 0), B (3: 18)? 

Calcular con una exactitud de hasta 10% 


996. cos4t”. 997. Y 
998. YE. 999. / 
1000. sen 36”. 


2. La regla de L'Hospital para resolver las indeterminaciones, Seon las 
funciones / (2) y y (z) derivables en un entorno e del punto zo y 9! (2) 2 0. 
Si lim /() =' lim q()=06 bien lim /() = lim p()=w,0 
sea, el “cociente en el “punto z= xy es una indeterminación de las formas 0/0 
$ toloo, entonces 


ay al 


lim 22 tim LL 
ax E) ms (E) 


a condición de que exista el límite de la razón de las derivadas. 

Si el cociente /* (x)/9" (z) en el punto z==, es también una indelerminación 
de las formas 0/0 ó 00/00 y las derivadas f” (x) y q” (z) satisfacen las condiciones 
respectivas, hay que pasar a la razón de las derivadas segundas, otc. 

En el caso de una indeterm: de forma 0- ay qu 
formar algebraicamente la fun: la de modo que se reduzca a la 
minación de la forma 0/0 ó co/so y luego aplicar la regla de 1.'Hosp 

En el caso de una indeterminación de la forma 0% ó co? ú 1 conviene deter- 
minar por logaritmos la función dada y hallar el límite de su logaritmo. 


2 234 r 
1001, Hallar lim E=4+122. 
xi ba 

Resolución. El numerador y el denominador tienden a cero cuando x > 1 

il )r eso tenemos una indeterminas de la forma 0/0. Utilizamos la regla de 
*Hospital, o sea, examinamos el límite de la razón de las derivadas de las fun- 
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<iones dadas: 


lim 21 Mr 
—i 


1002. Hallar Lim == 


Resolución. Esto es una indeterminación de la forma 0/0. Tenemos 


, 1—c08 7 — pig Seno 
a A 
puesto que Jim “1% 4, Aquí la regla de L'Hospital ha sido empleada dos 
7 


vecos, 


1003. Hallar lim = si n es un número entero positivo. 


Resolución. Esto es una 
la regla de L.'Hospital » vecs 


leterminación de la forma 0o/co. Apliquemos 


ya nm nía 
o 
lim 20200 
As 
1004. Hallar + 


Hesolución. En este caso también tiene lugar una indeterminación de la 
forma 00/00. Hallamos 


es (1 
lim 


245 
Ltim 2 
2 ea 


1005. Hallar 


(22-1n 2). 


Resolución. Aquí tenemos una indeterminación de la forma 0-00, Represen- 
tamos el producto de las funciones en forma del cociente y luego, una vez obte- 
nida una indeterminación de forma 0o/oo, aplicamos la regla de L*Mospital: 
' AA Ln 
(12.1n 1) = l — 20, 
Sen a 


1006. Hallar lim (+- 


==b 


Resolución. Esto es una indeterminación de la forma co — co. Para hallar 
el límite de la función reducimos las fracciones a un común denominador y luego, 


una vez obtenida una indeterminación de forma 0/0, aplicamos la rogla de L'Hos" 
pital: 
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1007. Hallar (sen 2). 
0 
Resvlución. Esto es una indeterminación de la forma 0”. Designamos la 
función dada por y, O sea, y = (senz)% y le aplicamos logaritmos: 


ln y = x In-sen 


lamos el límite del logaritmo de 1, 1 dada aplicando 
de L'Hospital (aquí tenemos una indeterminación de la forma co/oo| 


limIn y=lim IL%CNZ_ pim COS TÍSenz_ 
x-0 x-0 tz xo —li0t 


1008. Hallar 


aafe 
Resolución. Esto. es una indotorminación de la forma oo”. Tomamos 

(tg 1)2co<x = y, aplicando logaritmos: 

2intgr 


In y=2co97- ln ter PAE 


Aplicando la rogla de L'*Hospital, obtenemes 


> sect 
lim Iny=2 lim 19187 o tim 2e0%z/er _ 
2 ez TS 
2 lim ez TAR lim cos 0, 
2 RE an Diaz aja 


osea lim ye 


ima Jn y Limo in ed (9) Aim PLA 

ao eso taz 
lim 2040 210 pi 
2 a Ir 
Min 22 tim 10 200 2 
A o 17 ¿3% Ml 


De este modo, lim y e 1. 
7] 


Ifallar los límites de las funciones siguientes: 
Indeterminación de la jorma 0/0. 
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1012. 


1013. lim 


1014. 


1015. lim 
RETO 


en 77% 
Indeterminación de la forma 00.00. 


1016, lim 1 


(A 9) * 


1017. lim L£ (n>0). 
1018. 
1019. 

Sn 


1020. 
Intiddiminación dede forma 0-00, 

1021. lim (e-ctgaz). 1022, lim (arcsen ctg a). 
1023. Sin (L —cos 1) -ctg r. ha 

a A 

1024. tim (+= +)- 


1025. Lim (¡Ez Ed 


ctg2z). 


gas pd 
1026. lim (5 
Indeterminaciones de las formas 0%, 00%, 1%. 
1027. lim (a—22)0**. 

12 


1028. lim (cos24)%. 
x-0 

1029. lim (242) %. 
O ey 

1030. lim (2) A 


3. Crecimiento y decrecimiento de una función. Extremo de una función. 
Una función / (2) se llama creciente en un punto zo si para un h > 0 suficiente- 
mente pequeño se cumple la condición (fig. 29) 


1 —M<Í (o) <f (de EM» 
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Una función / (x) se dice decreciente en un punto xp si para un h > 0 sufi- 
cientemente pequeño se cumple la condición (fig. 30) 
Hrs — 1 >$ (20) > fr +. 


ión f (x) se denomina creciente en un intervalo | a, h | si para dos 
uiera 1 y 72 del intervalo indicado que satisfagan la desigualdad 
se cumple la desigualdad / (7) < / (29). 


Fig. 30 


intervalo | a, d | si para dos 
puntos cualesquiera x, y z, del intervalo indicado que satisfacen la desigualdad 
z < za, se cumple la desigualdad / (71) > / (22). 


Criterios de crecimiento y decrecimiento 
de una función 
1) SE f' (29) >0, la función | (2) es creciente en el punto y. 
2) St f' (20) < 0, la función | (2) es decreciente en el punto xy. 
El valor de / (zo) se Mama máximo de la función / (2) si para an h > 0 
suficientemente pequeño se cumple la condición 
11M </(d y [o MS (o) 


En esto caso el punto xp se Jlama punto de máximo dela función / (<) (lig. 34). 


ps] te ico lia 


! 
h 
A 


Fig. 31 Fig. 32 


El valor de f (zp) se denomina mínimo de la función f (z) si para un h > 0 
suficientemente pequeño se cumple la condición 


Hizo — 0) > 120) y Pro +) > $ o) 


En este caso el punto xy se denomina punto de mínimo de la función / (2) 
ci ¿2 
m 


1áximo o el mínimo de la función se llama eztremo de la misma. El punto 
de máximo o de mínimo de la función se llama punto de su extremo. 
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CONDICIÓN NECESARIA DEL EXTREMO. Si la función [ (2) tiene un extremo 
en el punto xo, entonces la derivada f' (£0) se anula o no existe. 

EL punto “7, en el cual £ (29) 0 se Mama punto estacionario. Los puntos 

alos (1) = 0.4 f' (2) mo existe, se denominan puntos críticos. No todo 

punto de extrem: 


end 
punto e 


Condiciones suficientes del extremo. 


Regla 1. Si xp es un punto crítico de una función f (0) y para un h > 0 
arbitrario suficientemente pequeño se cumplen las desigualdades f' (19 4) == 0. 
Y (za 10 0, entonces la función $ (2) en el punto xy tiene un máximo, pero 
sr MO 0, (ro A > 0, entonces la función f(x) en el punto so 
tiene un minimo 

Si los signos f' (to — 1) y f' (xo 10 son iguales, la función f (2) en el punto 
zo no llene extremo, a saber, el máximo. 

Regla 2 SEf (2) =0 y 1" (1) +0, la f 
un extremo, precisamente, un máximo, si (* (24) < 0, y un minimo, sif” (ra) > 0. 

Regla 3. Sea f' (ro) 0. Pr) e o JO (rd 0) 
En este caso la función | (x) tiene un extremo en el punto xq, sin es un número pur. 
precisamente, un máximo cuando 10%) (xp) 0 y un mínimo cuando JU0 (19) > 0 
Pero sin es un wimero impar, entonces la Junción $ (5) en el punto ey no ene 
extremo. 

Para hallar el valor máximo (minimo) de la función / (0) sobre el segmento 
La, b] es necesario entre los valores de la función en las fro 
y en los puntos eriticos pertenecientes a este sezmonto el 
(mínimo). 


nción f (a) en el punto xa tiene 


1034. Se dan los puntos e Bo dr 
qué puntos entre los citados la función y —% 
enáles: decre 


Resolución. bz. Tenemos: 
sir a 

sd, 

sie — la función creces 


<0 la función decrece. 


. Mallar Jos intervalos de crecimiento y decrecimiento de 


la función y —r(1 4 VD. 


Resolución. Encontramos y" = 14 (3/2) 2/2, Como la derivada es positiva 
en el intorvalo 10, -+-00 |. la función crece en todo su campo de definici 
1033. Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de 

la función y = 7 —2senz si 0<z<%an. 


Resolución. Hallamos la derivada: y 
.n el intervalo ] 1/3, 51/3| e y” < 0 en | 
Así. pues, en el intervalo ] 1/3, 51/3 | la 
J0, 2/31 y 151/3, 21 | decrece. 

1034. Investigar el extremo de la función y = (2 —5) e*. 


Resolución. Hallamos la derivada. y' = (£ — 41 e*. La igualamos a cero 
y encontramos el punto estacionario: 
Ce—-8=0:=4y (4—h) 
+: Según la regla 1 llegamos a la cone! 
ción tiene ol minimo “min = 


1 — 2 cos e. Esevidonte que y” >0 
intorvalos 10, 1/31 y 15143. 271. 
1 dada eroce y en los intervalos 


—heih <0, y (4 4 4) hetth > 0. 
¡ón de que en el punto == 4 la fun 
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1035. Investigar los e xtremos de la función y=x y 1=2, 
Resolución. La función está definida para —1 < x < 1. Hallamos la deri- 
vada: y (1 — 28 YT y 0 para 1 —2x?= 0; de aquí, 1 = 
dl "00 para x= El, O Sea, 
función. 
z (27 — 3)/(1 — a%P/%. Calculamos 
jos. Cuando x= 


14, E, tenemos 

1-(1—3) 
V2 (1—14/29n 
por consiguiente, de acuerdo cin la regla 2 llegamos a la conclusión de que 
en el punto z=1/Y/3 la función tiene el máximo ymax = (1/12) V 7/2 
. Cuando x= —1 obtenemos 


¡va 43) 
"(Uy D 00, 
A ri 


y (Y 


pl 


o sea, en el punto 7 = —1/y Z la funci tiene el mínimo Ymin 

En los puntos críticos 7 — 1 el extremo falta, ya que por def 
sólo los puntos interiores del campo de definición de la función pueden s« 
extremos. 
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Resolución. Hallamos la derivada: y! = 4 (2 1)% (7 
vs un punto estacionario. La segunda derivada y” 12 (e o ; 
es igual a cero. La tercora derivada y” = 26 (2 — 1) cuando == 1 también 
ula; La cuarta derivada y!Y = 24 > 0. Por lo tanto, según la rogla 3 lle- 
gannos a la conclusión de que en el punto zi la función ¡m0 Y 

v. 


1037. Investigar el extremo de la función y 1 (e 234 
Resolución, Mallamos y —Fpl—2 1% — as . La derivada 
5 5 1-2 


no se anula para ningún valor de z y no existe solamente cuando « Y (punto 
critico). 
y 


se cumplen las d 
y la regla 4 logam 
ono el máximo ¿max 


esto que para un Je => 0 sufi 
gualdados y (2 1) >0 ey (2 
a la conclusión do que para J 2 

1 . Investigar los extremos de la función y (e 294 
2e + ls 


Los puntos criticos +1 (la 


o existe). Para un h > 0 
1 > 09 6h 

le. en el punto a 
2. el mínimo Ymww == O- 


1039. Hallar los valores máximo y mínimo de la función f (+) 
=3r 2% sobre el segmento [--2, 31. 
Resolución. Hallamos la derivada: /' (x) = 3 — 32% 3 — 3420, v seas 


7 = +4 son los puntos estacionarios. Determinamos los valores de la función 
en estos puntos: f (1) = 2, /(—1) = —2. Calculamos los valores de la función 
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«ada on las fronteras del intervalo: / ( 
valores obtenidos escogemos el mayor y 

De suerte que el mayor valor de la fimció 
a 2 y el menor, a —18. 


1040. Hallar un cilindro tal. que tenga el volumen máximo 
para la superficie total dada $. 


Resolución. Sea el radio de la base del 
a y. Entonces 


—18. Entre los cuatro 


sobre el segmento dado es igual 


indro igual a = y su altura igual 


Sot 


Por consiguiente, el vola 


VÓ<V (e) 


El problema se reduce a la 


ximo de 2 >> 0. 


ión Y (r) para el má: 


Hallemos la derivada pa y lo igualemos a cero, de donde 


Y 5 


Hallomos la segunda deri —hinz. Como para 2= Y FG 


se cumple la condición L5<0, el volumen tiene el mayor valor, con ello 


21361) =21 


w sea, la sección axial del cilindro debe 


Mallar los intervalos de creci: 
Funciones: 


"un cuadrado. 


iento y decrecimiento de las 


1041. y 1042. y = (4% — 1992 
1043. y yo Q nt 
Jallar Jos extremos de las funciones: 


1045. y 2 (1-2V 2). 1046, y ai y3=z. 
1047. y = In (+ 4). 1048, y = ché. 
1049. y = . 1050. y se” 


nz* 

1051. y = (2 — 1) 

1052, y=(22—1) Y (2 3P. 

1053, y = 0 —4x L Gx 4z. 

1054. y =x —2sentz. 

1055. y = els sen”. 

1056. Hallar los valores m no y mí 
=> 28 —2a? + 3 sobre el segmento |--3, 21. 

1057. Sobre el eje Oy hallar un punto a partir del cual el seg- 
mento [48] sea visto bajo el ángulo máximo si A (2; 0), B (8; 0). 

1058. El punto 2 se encuentra a 60 km de una vía férrea, 
Viajando por el ferrocarril, la distancia del lugar A al punto € 
próximo al punto B es igual a 285 Km. ¿A qué distancia del punto C 
se debe construir una estación para emplear el tiempo mínimo via- 


jando entre los lugares A y B sirla velocidad de movimiento por el 
ferrocarril es igual a 52 km/h y la velocidad de movimiento por la 
carretera es de 20 km/h? 

1059. Hallar los lados de un rectángulo de área máxima que 
pueda ser inscrito en la elipse 29/25 + yW9 = 1. 

1060. Un alambre de longitud 1 está doblado de modo que forma 
un rectángulo. ¿Cuáles son las dimensiones de este rectángulo si su 
área es máxima? 

1061. Hallar el volumen máximo de un cono cuya generatriz 
es igual aL 

1062. Hallar el volumen máximo de un cilindro cuya superficie 
total es igual a S. 

1067. Un turi camina desde el punto A que se encuentra 
junto a una carretera al lugar £ a 8 km de la carretera. La distancia 
entre A y B es igual a 17 km. ¿En qué punto el turista debe apartar- 
se de la carretera para [legar al punto /% gastando el tiempo mínimo 
si la velocidad de su movimiento por la carretora es de 5 km h y a cam- 
po traviesa es de 3 kml? 

1064. Un canal cuyo ancho es de desemboca en ángulo 
recto en otro canal de 64 m de ancho. ¿Cual es la longitud máxima 
de troncos que puedan ser transportados por este sistema de canales? 

1065. ¿En qué altura por encima del centro de una mesa redonda 
de radio a se debe colocar la bombilla eléctrica para que la ibomi- 
mación del borde de la mesa sea máxima? 

Indicación: la intensidad dde se expresa por la fórmula / 
ven q)/r2, donde e es ol ángulo de inclinación de los rayos; 7, distimtacia 
«el manantial de luz al área que se alumbra; k, intensidad del manantial de lu 


Fig. 33 Fig. 34 Fig. 35 


4. Convexidad. Concavidad. Punto de inflexión, El gráfico de una función 
y — f (2) so lam intervalo ] icuentra debajo de la 
tangente trazada 


Lada 


le Junción 
Fai 


A 
Eráfico de la función ex cónca 

nto (res Y (20) del gráf 
del gráfico de la parte cóncava se denom 
Ta es la abscisa del punto de inflexión de la función y — / (2), entonees 
la segunda derivada es igual a cero o te. Los puntos en los cuales)" 10 = 0 
5 $7 (e) 10 existe se llaman mentos críticos de segunda especie. 


ión que separa la parto convexa 
2 punto de infieción (ig. 35), 


je y para un h > 0 arbitrario 
valdades /" (7) 1) =<0, 
120 E O 


Siro es un punto crítico de segunda espe 
tan peque como se quiera se cumplen las desi 
Fira w>0 (0 lades /” (z4 
entonces el punto de (2) con la abscisa 74 es de inflexión 

Sin embargo. si 1" (4 — A) y f* (zp + h) tienen los mismos signos, entonces 
el punta de la curva y — / (2) com la abscisa xy no es de inflexión. 


1066. Hal 
gráfico de la 
Resolución. Ven 
curva es convexa, pero si 2 =0, 
De suerte que la enrva es convexa 
intervalo ] 0, ¿00 | 

1067. Hallar los extremos de la función y — (2 +1) (0 2) 
y los puntos de inflexión de su gráfico. 

Resolución. Vallamos (et — 8). Las ra 
de la derivada primera son 7, — AL. 7 inamos la derivada segun- 


da: y” wlamos los valores de la derivada segunda en los puntos esta- 
5 < 0, 0300, Ymax — 03 y (DG > 0, 0.80%, min — 


r los intervalos de convexid. 


función y = 2% + 5x6 


Y y de concavidad del 


jos BA MS nlonces y” 0 
entonces y% 0 y la curva es cóncava. 
el intervalo | —0<, 0] y cóncava en el 


ces 


al igualamos a cero la segunda 
da del punto <= Ú tenemos 
la derecha del punto x > 
13 por consiga 


el punto de inflexión, para lo < 
derivada 0,0 sea, 7-0. Ala 

y*(0— hy <0. u sea, la curva es e 
tenemos y” (0 16) > 0. e sea, la curva e 
con abscisa xr 0 cs de inflexión; %p. 


1068. Hallar los puntos de inflex 
+2 


nde la curva y — (2 


Hesolución. 


ru 
u valor de x y no existe en el 
le inflexión. va que 
s de inflexión. 


La segunda derivada 1 
punto £ 5, 

vv (5—=M<0, y" 

1069. Hallar los intervalos de convexidad y de concavidad de 
la curva y == xe*. 

1070. Hallar los puntos de infle: 
dx +4. 

1071. Hallar los puntos de 
VE. 

1072. Hallar los puntos de inflexión de la curva y 
—8xX + 242?, 

5. Asíntotas. Una recta L se llama asíntota a una curva y => / (e) si la 
distaneia de un punto A (x; y) de la curva a la recta £ tiende a cero cuando este 
punto se aleja indefinidamente por la curva a partir del origen de coordenadas 
(o sea cuando los puntos de una de las coordenadas, por lo menos, tiende: 
a infinito). 


La recta z => a es la asintota vertical de la curva y —f (2)si lim (0) 


ión de la curva y =(2 49 + 


flex le 1) 


+oo o bien lim f(2) =—0o. 


La recta y = bes la asíntota horizontal de la curva y =f (x) si existe el 
límite — lim /(2)=>bo0 bien lim /()=0. 
sto e. 


La recta y = kz + b es la asintota oblicua de la curva y ='f (2) si existen 
los límites 


b= lim [ft)—kxrk 
+. 


o bien, 


Lim 1104. 


1073. Hallar E v=V 262. 


Resolución. La función está definida en los intervalos ] —0o, 0 | y 12, +oo lo. 
Como Um, VB —2) = +00, la recta z = 2 es la asíntota vertical de 
4 


la curva. 
La curva no tiene asíntotas horizontales puesto que lim Y (42) 
a+ 


y lim Y 3%(—2) no son valores finitos, 


Determinemos sí existen asíntotas oblicuas. Hallamos 


De este modo, existe la asíntota ob 


2) ky= lim LD tim Y2=3_ 
mio Era z 


(hemos dividido el numerador y el denominador por el valor positivo 2), 
o sea, 


De suerte que existe la asíntota oblicua dsd y=-2—1 (lg. 30). 
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z+2arcgz 
intotas verticales ni 


1074. Hallar las asíntotas de la curva y 


Resolución. No es difícil ver que la curva no tiene 
thorizontales. Buscamos las asíntotas oblic 


1) ka > lim Eb2arotez 1 
+0 T 


bi= lim (+j-2artgz—z) 
+. 
y=x-4x es la asíntota oblicua derec! 


2) ko lim H+H2arcezr 


by lim (242arctgr—z) 


y 


Fig 


1075. Mallar las asíntotas de la curva y = der. 


's evidente que no existon las asíntotas verticales, Si y — oo, 
horizontal de la curva 


Resolución. 
entonces y —» 0, Por consiguiente, el eje Or es la 


«lada. Determinemos sí existe o no 
«tim 2% tim Lu 


vta horizontal y 0 


De modo que existe sólo la asi 
1076, Hallar las asíntotas de la curva y 


Hallar las asíntotas de las curvas: 
coso 


1077. y=2x— , 


1078. y 12 32. 1079. y =/ 7-82. 
1080. y — 0,52 +aretgz. 1081. y — —zarctg z. 


6. Construcción de los gráficos de fu: 
Al construir el gráfico de ió 
des características del mi 


«le coordenadas 
%) investigar la función en cuanto a su continuida 
discontinuidad (61 existen) y determinar el caráctor de la 
das asíntotas de la curva y am 
) hallar los intervalos de crec 
ción: 
lallur los intervalos de convexi 
inflexión. de la curva. 


hallar los puntos de 
iscontinuidad; hallar 


onto y decrecimiento y los extremos de 


d y de concavidad y los puntos de 


1082. Construir el gráfico de la función y =2F£., 

Resolución. A) El campo d la función ex todo el eje Or exclu- 
yendo el punta 70, mm. DAyy  |—00, 01 UJO, 00 |. 

2 La función no es par 
amos los puntes en qu 


a e—14, 


41 El punto de discen 0, además, 


Yo por 


z 0 (eje Om es la a vertical del gráfico 


WMallamos las “asíntotas obl 


bLim [4 (7)—kr) 


La asíntota oblicua tiene la ecuación y z. 

5) Hallan unción y los intervalos de crecimient 
y decreción (tó — Be y O cuando y 
yo oo ea idad de la función). 

Los puntos + — Uy x — 2 dividen el ejen o on los intervalos) 00, 0[; 
JO, 21 y 1 co |, con ello y” > 0 en Jos intervalos ] —oo. 4] y ] 2, 00 | 
(la' función crece) e y" < 0 cn el intervalo 10, 21 (la función decrece). 
ser Ego Mallamos y, = 24/2t: y" (2) > 0; por lo lento. 7 Zen 
alel mini 


memos y” 


punto 


exidad y de concavidad de la curva y los 
el gráfico de la fune 


le inflexión. 


doquier 
Udl 


1083. Construir el gráfico de la fun: 
Resolución, 1) El campo de 


y 
mes todo el ejo Or, 0 sea, Dn 


impar. 
"con los ejes de coordenadas som 
L 


4) No hay puntos de inflexión mi asíntotas verticales. Tenemos: 


y 
ko=lim PM. 


bo lim (V1I—=2 47) lim 
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De suerto que la asíntota oblicua y ——z. 


5) Mall 1 O cuando y 
do x= 1, En el entorno de los puntos críticos la derivada no 


Fig. 37 Fig. 38 


no hay extremos, Puesto que y” 
en todo el eje numérico. 

6) Encontramos y” 2 NT: y" O parar 
O A A 
guiente, en los intervalos | —>o. 01 y ]L. | 00 [la en 
intervalo 0, 1 | es convexa. Los puntos de inflexión 
(0D y (0. 

Utilizando los datos obtenidos, construimos el gr 


< 0 para todas las z 0, da funcion decrecer 


7 paras 
0, Pa 

cóncava yo 
%n las coord 


el 
adas 


» buscado (fig. 38). 
Construir los gráficos de las funcione 
1084. y=sentx. 1085. y -3/ xr. 
1086. y —Inx— lo (241). 

1087. y =In 1088. y- 


aa? 
1089. y= 2.1090. y -16x(2— 1). 


1091. 
1093. y - 1094, y- 


1095. 


FE 
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$ 3. Curvatura de una línea plana 


Se llama ángulo de contingencia del arco AB de una línea plana al ángulo 
< comprendido entre las tangentes trazadas en los puntos A y 8 de esta línea 


(ía La relación entre el ángulo de 
<ontingencia y la longitud s del arco AB 
denomina curvatura media del arco AB: 


Kn = 9Ís 

So llama curvatura de la lín 
«en el punto A al límite de la e 
media. del “arco AB cuando 
«0 sea, 


k=lim (q/s). 
—. 


5d 
La curvatura de una circunferencia A 
Kotr 77 1 
«londe a es el radio de la circunferencia; la Fig. 39 
«curvatura de una rocta es igual a cero. 


Si la línea es 
por la fórmula 


lá definida por la ecuación y — / (2), su curvatura se calcula 


e 
+ 


a línea so define por las ccnaciones paramótricas 7 4 (0, 9 = Y (0, 


si 
entonces 


donde ¿22,5 
ar” 


Si la línea está dada en coordenadas polares por la ecuación p —/ (0), 
entonces 


Lo*+20*—00"| 
WAR? 


R=4N ki. 


de curvatura o círculo oscutador de la línea dada en <u punto 
nite de la circunferencia que pasa por tres puntos A, B, € 
va cuando BA y CA 
io del círculo de curvatura es igual al radio de curvatura. El centro 
del circulo de curvatura se donomina centro de curvatura y 
la normal a la línea trazada en el punto A hacia la concav 
Las coordenadas 3 y y del centro de curvatura de una 1 
calculan por la fórmula 


Y) ETA 
B 7, E, 


Se llama evoluta de una línea al conjunto de sus centros de curvatura. Las 
fórmulas para las coordenadas del centro de curvatura so pueden considerar 
como ecuaci paramétricas de la evoluta (donde de parámetro sirve la abscisa 
x de la línea inicial). 


1096. Hallar la curvatura de la línea y 
abscisa x= 1/2, 


—a en el punto con 


Resolución. Tenemos 
vadas toman los valores y” 


—6x. Cu 


2 estas deri- 


WI PIAG ER 


1097. Hallar la curvatura en un punto cualquiera de la cicloide 
x= alt sent), y =a (1 —cos l). 


Resolución. Hallamos 


125/01 


ro a(l—cos tj, Ta sent, y asent, y-=a cost, 


a (1 


Pq a 


2008 t-/-cos* 1 
2 (1 —cos 1) 1 
(1—cos 77 (I=cos 77 * 

1098. Hallar las coordenadas del centro de curvatura de la línea 
2 + y 2 en el punto Ml; D. 

Resolución. Di 


(1—cos 1), 


k 


ivemos dos veces la ecuaci 
Br py” 


m de la línea dada: 


= 0 (0), Gr 124% + 4y3-y” = 0 (00). 
Como x= 1. y 4, entonces do la ecuación (+) hallamos y” <= —3/4 y do la 
ecuación (++) obtenemos 6 -+- 27/4 4 4y” 0, 0 sea, y” = —51/16. Entonces 
Ey E 49/06) (3/4) 48, 
E ” —51/16 08 
¿de 49/16 26 
re Y 5 


o sea, € (43/08; 26/51). 


1099. Escribir la ecuación de la evoluta de la parábola 2y 
=2 +4. 


Resolución. Derivamos dos veces la ecuación de la parábola: 
1 


e 1 
Ay =2, y En Ay24-4yy”=0, —qp* 
Determinamos las coordenadas del centro de curvatura: 
1 
(+ Aya ) 3y2. 
1/4) 7% 


Obtenemos la ecuación de la evoluta en la forma paramétrica: E > 3y?, 


= —4y*. Excluyendo el pará, y, encontramos la ecuación de la evoluta 
A RO 
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1100. Hallar el radio de curvatura de la elipse 22/25 + y?/9 = 1 
en el punto M (0; 3). 

1101. Hallar el radio de curvatura en un punto cualquiera de 
la cardioide p = a (1 + cos 0) (a > 0). 

1102. Hallar la curvatura de la línea x = ef sent, y 
en el punto £= 1. 

1103. Hallar las coordenadas del centro de curvatura de la 
línea y — 1/x en el punto Ml; 1). 

1104. Escribir la ecuación de la evoluta de la curva z 
+ cost, y E sent o —sen t. 


el cos E 


Lsent + 


$ 4. Orden de tangencia de las curvas planas 


Si las curvas y - 
o sea, Ya =/ (20) — y (20) y 
a las curvas indicadas no coi 
se intersecan en el punto A 
en el punto M (s9 44) es la siguiente: 
16)=% (0) FU) e). 
Pero si estas curvas tienen el punto común M (z, 
das en este punto a ambas curvas coinciden, se dice que las curvas son tangentes 
en el punto M. La condición de tangencia de las curvas en el punto M (zo; Yo» 
es la siguiente: 


. AZ A Pd eo 
Si, por fin, 

1) Pr) 1 (9 (ada Pa 9 (dr + a ODO) PE, 
poro Je (ep) 2 quo (19), se dice que en el punto M (zg; yo) las curvas y 
(1) e y= 9 (2) tienen la tangencia de n-ésimo orden. 

Sin , entonces las curvas y =/() e y (2) tienen en el punto 
M (o: Y im sino también la misma curvatura. 

1105. ¿Qué orden de tangencia tienen las curvas y =e*% y 
ay =A/e en el punto x= 1? 


Resolución. Sean f (2) = 7%, q (2) 


no sólo la tangente e 


1/(ez). Hallamos las derivadas sucesi- 
() 10, 


vas de funciones: —f' (x) ex, [$ (1) = ez, Y 

9) Ahora “calcul los valores de las funciones dadas 
y, de sus derivadas en el punto 7 tenemos / (1) et, f (1) = el, 
ra A) (1 . De este modo, / (1) = 


( =p (1) e, 
Sw, r (0) (1), pero f” (1) +" (1). consiguiente, las curvas 
indicadas tienen una tangencia de primer orden. 

1106. ¿Para qué parámetro a la curva y = e** tiene en el punto 


z =0 una tangencia de primer orden con la recta y 22 + 1? 


Resolución. Sean $ (2) —eox y y (e + 1, Para que las líneas indi- 
cadas fengan en el punto x — 0 una tangencia de primer orden es necesario que: 
se cumplan las igualdades /(0) 10) y F(0)=9' (0), o sea, e2-0=2.0-4 1 
y ae% 2, de donde 


1107. ¿Qué orden de tangencia tienen las curvas y — 1 + cos x 
— 2 en el punto x= 02 

1108. ¿Qué orden de tangencia con el eje Oz tiene en el punto 
O la curva y = sen? 7? 


ey 
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tiene la catenaria y = (e% +e)2 


«on la parábola y 1 + 
1110. ¿Qué orden de tangencia Lienen las circunferencias «2 + 
+y=%Y y Py = y en el - 02 

1111. ¿Qué orden de tangencia tienen la parábola y — al y el 
eje Ox en el punto r 02 

1112. ¿Qué orden de 1 tiene la curva y ln (142) 
son la parábola y —x— 2% en el pa 0? 


1109. ¿Qué orden de tangenc! 
L £%2 en el punto x= 0? 


$ 5. Función vectorial de un argumento 
escalar y su derivada 


Una curva espacial puede defi 
rr yn 23-230 
vo por la ecuación vectorial 
nori s(0k 
le r como función rectorial de 
da por la ecuación 


rse por las ecuaciones parar 


La última ecuación define el vector val 
esca. r (0). La enrva del 

riablo e. 
r (0) con respecto alargue 


wn argumento escalar (. 
r (0) se lama hodógralo del vector 
vectorial y 
vectorial definida. por la igualdad 


. 
Se denomina derivada de la fut 
mento escalar £, a la nueva fune: 
de Ar 
lim 25 
Ar * 


río rs vi 
calentar por la fóramla 


La derivada de la función vectorial se pi 


dr _ dr de ¿de 
a ac ada 


do por la tangente al hodógralo del 


vada LE E 
La derivada E es el vector orient 


del. parámetro £ 
ir Ñ 
onces E es el vector de velocidad del extremo del vec- 


de 
e 


* hacia el crecimien 
Si £.es el tiempo, en 


sor y y Lies el vector de acoleraci 
Las reglas principales de derivación de la función vectorial de un argumento 


«escalar son las siguient 


de 
20. 7 =0, donde e es un vector const 


Las ecuaciones de una tangente a una curva espacial r.='x dl i+y0i+ 
+21) k en un punto Mo (zo; Yo; 29) se escriben en la form: 


(2x0) (y — vio = (zolo, 


donde zo=z (ta), vo=8 (to), 2o=2 (to), Zo==" (to), vo=Y" (Lo), 2o=2" (to). 
Se llama plano normal al que pasa por el punto de tangencia y es perpendicu- 
lar a la tangente. La ecuación de un plano normal tiene la forma 


To (220) Hd (UV + (229) =0. 
La diferencial del arco de una curva espacial se calcula por la fórmula 


ds Y 24942841. 


1113. ¿Qué línea es el hodógrafo de la función vectorialt = 
= ai cos t + aj sen t + ctk? 

Resolución, Esta línea tiene las ecuaciones paramótricas z = a cos f, y = 
= ason £, z = ct que delínen una hélice. 

1114. ¿Qué línea os el hodógrao de la función vectorial r = 
= 1 cos t + j 4 ken 1? 

1115. ¿Qué línea es el hodógrafo de la función vectorial r= 
=1(14+i+k)? 

1116. ¿Qué línea es el hodógrafo de la función vectorial r= 
=1+]+tk 

1117. ¿Qué línea es el hodógrafo de la función vectorial r = 
=icht +ksht 

1118. Hallar la derivada del producto escalar de los vectores 
1 =34 +2 +5k y 1, =2 —3j +k. 

Resolución. Tenemos 


dlrira)_, de, de 
Sr 


= (3 4-2) 451) -(—3)) + (21 3410 -31= 


El resultado se oxplica por el hecho de que el producto escalar r, «rg == 5, 
o son, es una constanto. 


1149. Mostrar que los vectores 1 = ¡cost +jsont+k y E 
son perpendiculares. 


Resolución. Tenemos $ = —450n £ + | cos £. Hallamos el producto escalar: 


—cos tes 


1 sen t-cos td Ae 


de 
Por consiguionto, r 1 Gp. 


1120. Hallar la derivada de la función vectorial r == ich? t+ 
+jshtcht ksit 


1121. r=isht-+joht-+kY ch2t—3sh?1. Mallar 


1122, 1 it GP+k0, ra 


450317 225 


1123. Escribir las ecuaciones de la tangente y del plano normal 
a la curva z = asen t, y =bsentcost, z =ccos*t en el punto 
t= m4. 


Resolución. Hallamos 2=asen2t, y = bcos2t; 2= —e sen 24. Cuando 


1= n/4 tenemos: zo = a/2, yo = D/2, zo =cl2, To =4, fp= 0, 9 = —e. 
Las ecuaciones de la tangente son: 
( — al2y/a = (y — B/2)/0= (¿— e/2)/(—0). 
La ecuación del plano normal es: 
jar—ez 


a(«—7)—e(:-5)=0, o bien az—ez 


1124. Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal 
a la hélice r=icost +jsent +Y3fk en el punto t = x1/2. 

1125. Sobre la curvaz=t +41, y =(* —4, 2= (” hallar un 
punto en que la tangente sea paralela al plano x + 2y +2 — 

1126. ¿Qué angulo forma con el plano Oy la tangente a la 
hélice x= cos t, y =sent, z =2 Y 2 en el punto t = 1/47 

1127. Escribir las ecuaciones de la tangente y del plano nor- 
mal a la curva z—(1/Y 2) el sent, y =1, 2=(1/V 2) e! cost en el 
punto 1-0. 

1128. Escribir las ecuaciones de la tangente a la curva x= 
= econ + sent), y =et (sent —cost), 2 el en el punto 
t=0. 

1129. Escribir las ecuaciones de la tangente a la curva r= 
= 01 +4 + tk en el punto t= 1. 

1130. Mostrar que las curvas r = (u +1) 1 +u%j + (Qu —1)k 
y r = 20% + (3v — 2) $ + vtk se intersecan y determinar el ángulo 
entre las curvas en el punto de su intersección. 

1131. Escribir las ecuaciones de la hélice, si el radio de la base 
del cilindro R = 4, el paso h = Gx, y hallar la diferencial de su 
arco. 


Resolución. Las ecuaciones de la hélice tienen la forma x =4cos t, y = 
= 4 son t, z = 3, puesto que z = h cuando £ — 2. Derivemos estas ecuaciones: 


z Pi nee sent, y =4cost, 3 =3. Por consiguiente, la diferencial del arco 
¡gu 


VER 
= Y ¡0sontip io costipgdi= Y 16 onr ep cost) pg at =5dt- 
1132. Hallar la diferencial del arco de la curva x= a cos? t, 
= Vd E Bsen teost, z= bsen?t. 
1133. ¿Para qué paso h la longitud de una espira de la hélice 
z=cost, y =sent, z=ct es igual a 4x0? 
Indicación. Es necesario valerso de que al desarrollar el cilindro sobre el 
plano una espira do la hélice so convierte en segmento de la recta. 
1134. La ecuación de movimiento tiene la forma r = 3i cos t + 
+ 3j sen ¿ + 41k, donde £ es el tiempo. Determinar la velocidad 
y la aceleración de movimiento en un instante arbitrario del tiempo. 
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1135. La ecuación de movimiento tiene la forma r=ti + 
+ (%j + Pk. Determinar la velocidad y la aceleración de movimiento 
en el instante ¿= 1. 


$ 6. Triedro intrínseco de una curva espacial. 
Curvafura y torsión 


En todo punto M (z; y; =) de una curva espacial r = r (£) se puede construir 
tres vectores unitarios mutuamente perpendiculares (fig. 40): el vector unitario 
tangente (vector tangente) 


de 
de dí 


a 


el vector unitario de la normal principal 
a 
ds 


[2] 
ds 
el vector unitario de la binormal 


B=rxv 
Los vectores no unitarios respectivos pueden determinarso por las fórmulas: 


de 
=-G7 (Vector tangente), 


de dir 
B=- 57 Gor (vector de la binormal), 


N=Bx T (vector de la normal principal). 


El plano que contiene los vectores + y y se llama plano osculador; el que 
contiene los vectores y y f se donomina plano normal y el que contiene los vec- 
tores $ y *, plano rectificante. 


= 


Plano 
normal 


ig. 41 


Fig. 40 


El triedro, con vértice en el punto M, formado por los planos osculador, 
normal y rectificante ha recibido el nombre de triedro intrínseco de una curva 
espacial” (fig. 41). 
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Se lama curvatura de la línea en el punto M al número 


K=lim Y, 
As-0 As 
donde y es el ángulo de rotación de la tangento (ángulo de contingencia) sobre el 
arco “MEN; As, la longitud de esto areas ? 


Si la curva se define por la ecuación r = r (s), entonces K= ED 
Si la ecuación de una curva tiene la forma r =r (1), entonces 

[e e 

de de 

K u 


dí 
Se denomina torsión de una curva en un punto M al número 


o=lim — 
as-0 As 


dondo 0 es ol ángulo de rotación do la binormal (ángulo de contingencia de se 
gunda especie) sobre el arco 


Sir = x (9), ontonces o = + [SÉ |, donde ol signo «—» se toma en el caso 


on que los vectoros LE y v tienen el mismo sentido y el signo «+» en el caso en 


que ellos tienen sentidos opuestos. 
Si r = r (1), entonces 


1136. - Hallar el vector tangente ta la curva r = (%i + 1% + 1%k 
en el punto £ = 41, 


Resolución. Tenemos: 


24 38j4-60k, 


| VIRFIN 360, 


Para ¿=1 encontramos 


2 43)46k, _ [=vFrr=2, 
de 
de 2 3 6 
apre HF ke 
ar 


1137. Hallar el vector unitario tangente a la curva r = 5ti + 
+ 12j cos t + 12k sen t en un punto cualquiera. 
1138. Hallar el vector unitario tangente a la curva z = £ sent + 


+ cost, y =tcost—sent, z=t*/2 en el punto t= 1/2. 
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1139. Hallar el vector v de la hélice z = a cost, y =asent 
£=YR'—at, R>a>0 en un punto cualquiera. 
Resolución. Tenemos 
r=aí cos 1+aj sen t4 Y Ri—ZaF tk, 
E ——oisont+ajcost+ Y RITA k, 


de 
de asontiparcosti? Rial 
E Vasari Rima=R, 
de 
A —ai son t-+ aj cos t4 V Ri—aik _ 
EN! R Se 
de 


asen t acost NAGET 
LS LE 


1140. Hallar el vector f de la hélice en un punto arbitrario. 
Resolución. Tenemos 


E =—ai son t+ajcos tp Y RITA k, 
. 
F=—al cos 1—a] sont. 
Hallemos el producto vectorial de estos vectores: 
di de : 4 8 
0 EN rl 
| —asent  acost Y Rai] 
—acost —asent 0 


=a VR sen t-i—a Y Rai cos t-j4a%k; 


de de 
| 


ARA a (Ria copa mar. 


Por lo tanto, 
po — AY Ki—Zañisont—a Y Ri—aTjcost4atk 
TB aR E 
_yr=z VA “ 
= Fi senti E cost-j+ ko 


1141. Hallar el vector y de la hélice en un punto cualquiera, 


Resolución. Como v=[X Y, entonces 


y j k 
sent VT—aicost a 
v= R R =—icost—¿sent. 
agent a cost vre=R 
R R 


1142. Hallar la curvatura K de la hélice. 


Resolución. En los problemas 1139 y 1140 hemos encontrado que 


dr a 

At |an, | dex LE | am, por eso 
a ee 
de de aR a 


1143. Hallar la torsión o de la hél 


Resolución. Zenemos 
ae 


sen £4-aj cos t+ Y 


—ai cos t—aj sent, 


<= di sen t—aj cos t. 


Hallamos el producto mixto de estos vectores: 
—asont  acost Y Rial 
de d == 
rr o =0 Y MZ 
asent —acost u 


. 
En ol problema 1140 hemos encontrado que 15 Ge =ar. Por con- 
E 
siguiente, | Gx Gp | =0*f. De este modo, 


1144. Escribir la ecuación del plano osculador de la hélice en 
un punto arbitrario. 


Resolución. Esto plano pasa por el punto (a cos £; asen t; Y R 
y os perpendicular al vector de la binormal 


Por eso la ecuación del plano osculador es la 
y RA VE 


son t(X—acos 1) — 


x (Y—a sen DER (z—y RiZaT1)=0, 
o bien 
X+Y Ri—ai son t—Y-Y Ri—a3.cos t+aZ—a Y RÁ 


1145. Escribir la ecuación del plano rectificante de la hélice 
en un punto cualquiera. 


t=0. 


; Y RI) 


Resolución. Esto plano pasa por el punto : 
la ¡cos t—j sent. 


perpendicularmente al vector de la normal principal y 
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Por eso la ecuación buscada tiene la forma 
— (X — ecos 1) cos 1 — (Y — a son 1) sent =0, 
o sea Xcost+ Y sent—=a=0. 
1146. Escribir la ecuación del plano normal de la hélice en un 
punto arbitrario. 
Resolución. Este plano es perpendicular al vector tangente *= 


TE 
Sent py ost ¡y FRE e y usa por el punto (a cos €; 
asen t; V al 1). Por eso la ecuación buscada tiene la forma 
A AL (Ka cos 1) + 27EL (Y —a son 0) Y 
E (RI), 
o bien 


Xasent—Y acost—Z Y Ri—ad4 (Rad) t=0, 


1147. Hallar el vector + de la curva 2 =6f, y =30, ¿=P 
en el punto £=4. 

1148. Hallar el vector $ de la misma curva cuando £=4. 

1149, Hallar el vector y de la misma curva cuando t = 1. 

1450. Hallar la curvatura K de la misma curva cuando t = 4. 

1151. Hallar la torsión o de la misma curva cuando t= 1. 

1152. Escribir la ecuación del plano osculador de la misma 
curva cuando t=1. 

1153. Escribir la ecuación del plano rectificante de la misma 
curva cuando t=4. 

1154. Escribir la ecuación del plano normal de la misma curva 
cuando = 


548. La transformación líncal A no tiene la transformación inversa, ya que 
[4] =0, 549. A2= (4- (4 10): 550. Para 2=—2.552. 1) Sia =P, 


entonces dy — a, u pe ha entonces 2 
u = eje, ++ 0309. 553, Si 8 =e O, entonces la 
transformación lineal no tiene vectores propios; Ye 

OS 


ca (01 — ez ES e — es). 

- 568._(x. y) es el. precio total de todos 
lí Si 506, No, ya que no se cun 
569. arecos (1/n). 573. $ 
(V 3/5) es + (8/15) e, 
= 2/3. 581. 0,5 
589. Para 2 
'n una base ortonormal. 591 


=a+ Boy u= ele + ej 
los artículos confeccionados por la 
las condiciones 24 y 3% si < 0. 567. 
ES] 577. x/|x | = (1/45) e, + (2 Y/ 2/15) es 
+ (Y 3/3) es. 579. x es el vector normalizado. 
” ey ey €4). 582. ¿= +41. 587. 
ya que los vectores Ae,, Aez y Aez form 


Capítulo VI 


602. 1 4. 603, 5 — 0.16%. 604. 5 0, 
= 4 $ — 8765 + 0,1 (m2). 613, 1) [--2, 0 [UJO, 
AO 


7) [0, 21. 614. 1) (1, - col; 2] [— 0[uJo, 
2 1). 615. 1) Tmpar; 2) par; 3) no par, ni impar; 4) par: 
mi impar; 7) impar. 616. 1) 2x/5; 2) 61; 3) 1; 4) n. 653. 1/2 


655. 1/6. 
662. 00. 663, 2. 664, 3/4. 665. — 
670, 1/2. 674. m. 672. 1 jsi x-» + co 
9. 673, 6, 676. ln 5. 677. ln (8/7) 
10 —4 si z —= —0. 682. + 
e. 689, e. 690. 4 . 
0. 697. 1/2. 698, ca=b, 699, Y. 704. 
= B. 709. a— 6. 740. 1/3. 711. 
1.716. 9/25. 747. (In 5-ln 4)/dn 3 
== 4, = 5 son los puntos de discontinuidad de se- 
gunda especte. 724. Discontimuidad de segunda especio. 725. x — 0 es el punto 
lo discontinuidad ovitablo, 726. x= 3 es el punto de salto; x= 5 es el punto 
de discontinuidad de especio II; z =— 0 es un punto de discontinvidad evitable; 
z= 1/2 + an (n € Z) es el punto de di. idad de segunda especie. 727. 
z =1, 2 = 2 son puntos de discontinuidad evitable, 728. y — —2, 2 = —3 
son puntos de discontinuidad de segunda especie, - = —4 es el punto de discon= 
tinuldad evitable, 729. La función es continua en el intervalo infinito )—0o, 
-++oo[, 730. 1) La función es continua; 2) tiene un punto de discontinuidad de 
lo 1I; 3) tione dos puntos de discontinuidad de especie 11. 731. 1) La fun- 
ción es continua; 2) tiene dos puntos de discontinuidad de segunda especie; 3) 
tiene cuatro puntos de discontinuidad de segunda especie, 


.. 657. — sen a. 658. m/n. 659. sec xy. 660. —Y/ 

6 667. 3. 668, Y/ 7/4. 66 

—00. 673, (a — cy/2, 
679. In 5. 680. 1/4. 6 


696, 
= 0 (P). 708, 
744. 1/2. 74 
es ol punto do salto. 72 


Capítulo VII 


735. y 
y =5tlz 


5.cosz— 3 sen z. 738. 


y =2(3 V 2), 737. y 
> 212.27.n 2. 767. 


les + 1) 740. y 


—21/24. 768. 769. y (1 — 232, 770. 
Dan e. 772, Me ele ln als TA 
=6 (2 +1)/(272 + 32). 775, y =-—32//1— 32. 776. y' = arccos (2/2). 


777. y" = 1/(2Y 7) arcsen Y 2. 778. y" = —cos z. 779. y” = —cost (x/3) sen (1/3). 
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780. y' = cosec (2x + 1)/2, 781. y! = 1/cos z. 782, y = 25006 2z, 783 y'= 
2 Y 2) sent y 200% 1/7. 784. y = 6://9 
. y sec? 2// ga Ez + 


FT 785 y =Ya? 
787. y =ctgr(a/2), 788, y 
2D. 789. y =1YR 2 790. y 
792. y = 6 senzl(a? + 9). 793, y 
—1/(2 Y 1 


. — 6H — 1) (2 Dr — 33 (— 431. 796, 
303 sen Oz e 3z. 797. y =—24 In sen =-ctg z/(4 Int sen z —9). 


Y TOO Y como 200. y VE, 801. y — 10/lz (23 + 29), 
de a cos 2%, 803, cos 2/(1 + sent 2). 804, 

= cosoct (2/2) clg (2/2). 805. y — (ela cost (a 2 haa ta E, 
807. y =—zM| 21 V5—2%). 808, y = Y 277 2az + $. 809, Y = 0. 810, 
y = (m+ VIE ZA E BO 814. y! = 1/(1 — ma?)?/2. 812, y! = 4z cos? z, 
BIS. y =—2cos0ctz, Blá. y o 815. y' = 92 son? z cos z, 


816, r=U0 Yi. 517. y 26% sente, 18 y' = 2/(08 + 2242 


Bs y =I8r 820. y = ¿sen Y DO o VD. 82. y 
244 I/O e), eee, ta os z/son 7. 82, 
1/(3 sen 7 — 4 cos z +5), a cos e 1 cn 0 
1/le? (e — 1)L_827. La Mo +2, 828, y álgido, Moo, 
—2// 14%, Y nina DG Ine. 31 y ES 
% 1 lol os 8 y 22 + D/GPIna— 1). 83, 


+ 20), 83%. y! = (28M cos a): sen (68M 2/2), 835, y 
3 soci z soct lg x. 887. y" = (1/29) arctg z. 838 y = ( 
AVID ED In (27 +4). 840. y =secztgzlnsecz, Sl. y. 
Y TA BAR y BLA ICO eln2, 848, yo 
== (e%.20x/34x) .In (320/81). Sáb. y = 0. 845, y =xcos2%, 846. y = 
=20z (18 + 124 4)/(22 + 1)2 847. y" = x cos z/son? z. 848, " WYVDx 
Xi YT. 849. (ut — 08). 850, y = GUY ATT y MR 
X senztgir. 852. y' = 809/(1 + 28). 853. y <= xe* (20 x + 2102044). 
85%. y =05102/ 2/0 — 2%). 855, y'=-—In2/(QrI0*7). 850, y = 
= (ma-+ ny =: = (In 2) ctg zx. 858 yt 
MVA TT IMma). 850. na 


860. y =8(2— 19/(2-41)%, 861. 


T1)- 06M VE). 568, 
864, y'=(2 tg 2-+Ín cos x) sec? (£ tg 2-4 In 008 x) sec? x. 865, 


zm cos (n ln 2), 


y =—xs0nx 


X ln (ecos z—senz). 806, y = Toa, O y e all 
| PIO 
—1, siz<0. 


869. sí 1 (2), si /(3>0 


—P ia, si 1()<0. Yo y-( y: 


, —2 si 7<0; 
e, siz>0; 1] 
7. y 7: ss A 
a A AO 
2 siz>2 


873. y'=2xe* sen z. 
874. y' = (z cos 2)/Y/ [E sen z 


CosaJFF A. 875, y'=x3%8 ln x (ln 2— 1)/0%. 


230 
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(ctg x-la cos = + tg z-ln sen 2)/In? cos z. 
DF A). 878, y" =— (log,eY!/z, 879. y” 
AS y= 04 Ina). 883. y =203-2% ext (ln 2 


2Vz 
—14— Ina). 884. y' = 22 M-Mn z, 655, y [4 


19 Y 5 
Ml 889. (aresec 2) =1/ (2 Y 37—T), (arccosec 
(2? — yr — y?). 895. y” 


MS 
1). 890, 4 cosec? z. 894. y 
Tari boy MBE CUP EL 80 y e. 80. y 
yy — lay! —y ma. , 898. y = —(y cone sen ll cos y + 
(er — y-2%V.Im 2)/(eY — x-2%8,In 2). 
y —yl(2z In 2). 903. y” = — (27 sen y — y? sen 
By? cos x — 3). 905, —ctg £. 906. e*!. 907, 2 ue Y”. 908, 
G Dira ss Y AE o DN, z 


—y+1=0 95 z+¡u yi2 
917. : ly 0. 919. 1/4. 920 
m2 64 m2 =0, 92%, <chto— 


3ní4. 925, 19, 
5, ya a 930. 5) 1g 4 =—q 


ES arotg > 6) tg o = q. cuando q — 0o la intersección será bajo un 


ángulo TL.) o= 49.8) 00; 9) a =arctg 2,4. 10) w = 3n/4. 11) 
E 


936. y" = —44/(2 +59. 937 y"= 


o 


y=zrsenBr. 940 y=1U1ViFa. 
£ de 

7 cosecs y. 042. FL —4 Y ¡=F. 

DAS. —1/32m/82, 946, y? =1 (241) 947, yo (2ln—3)/20. M8. y 


EE CTS 
=405 VZEF3. 949, y'"=4sh2r. 950, ym =— 1d brit Vi. 951. 
A TA an/2). 953. y m=|24p 
1 A 152 +Han/2). 953. y =[2 
Llad—60) (—eJn+ 
+(—1) 2-5) Inn 2, 954. yo A 935, y =knEhx, 
1 
956. ym =cos (z-+1m/2). 957. e mp. 


958. y" =yV=...=0. 968. dy =Y ¡Tx dr. 
de 2e%X dr 
969. dy== 970. dy=th (2/2) de. 971. dy= Fx - 972. dy=in 7 dx, 
(dz)? (daa —x (dz) Az 
dy dy ===. 973. diy= PE 974. Ay=-3=FAD* 
d=— E + 975, Ay=0,0401; dy=0,04. 976. 0,511. 977. 34,04 m3. 978. 1,035. 


e 
5/2. 34 


(ES 2). 995. MV 3 0). 


979. 0,078. 980. 1/4+1/13. 981. 1,9938. 993. 


E donde SS 
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996. 0,754. 997. 4,946. 998, 1.395. $99, 2,002. 1000. 0.587. 1010. 3/5, 1011. 2. 
3/3. 1013. 1/3. 1014. 0,18. 1015. 18. 1016. 1. 1017. O. 1018. 1/2. 1019. co. 
0. 1024. 4/x. 1022. 1. 1023. 0. 1024. —1/2. 1025. (p — q)/2. 1026, 2/3. 

. e7*, 4029, 2. NOSO. ei. 1041, Crece en joo. —1l yen] Jools 
decrece. en TA 1042. Decrece en ]—0o, —1Í, crece en J—1, col. 1043, 
Crece en] —0o,1, [decrece en. ]1, fool. 1044. Decrece en J—0o,— My en 
1, +0ol, decrece en ]—1, AL: 1045. Yin = Y (0) = 0, Ymax = y 2 240)= 
0) VIT. 1046. Umax = y (11/4) 13/4. 1047. Yyyn = Y (0) . 1048. 
= 1(0) = 1. 1049. Yin = y (e) = €. 1050. max = 1 (1) = UV E Yin = 
(1) = UY e. 1054. Yon (1) = 0. 1052, Y yyy = 1 (83) = 0, Ymax = 
y = y (1) = —1. 1054. Ymax = (1— 124 6/3/12, 
(6n— 12— 6/3/12, 1055. Ymax = 1%, Uspin = 69? 1056. Yin = 
66. 1057. (0; 4) y (0; —4). 1058. 25 km; 8 h 15 min. 1059. 5 /Z, 
1060. 2/5, 1/4. 1061. Y = 213 (/ 3/27. 1062. Y == (5/3) Y 5/62). 1063. 
A una distancia de 9 km a partir de A. 1064. 125 m, 1065. a/Y/ 2. 1069. Es con- 
vexa en ]—0o, J—2, “tool. 1070, (4; 20). 1074. (1; 0). 


1072. No hay puntos de inflex 1078, 7 = —8x. 
1079 6 1080, y - ar/2 dy 
EA. 1084, D (y) par y periódica 


+ak], decrece en Ja/2 =p al, a+ all; 
1, K€Z. La curva es cóncava en 
A + sil; los puntos de 
¿02) EZ. 1085, 1 (y) 
oo, My en M, sol, 
y (1) = 2. La curva es cón> 
punto de inflexión es (0; 0). 1086. 
1. y = 0. Decrece en todo el campo de 
.. La curva es cóncava por doquier. No hay extremos ni puntos de 
1087. D (1) = | co; O0[ UJf, +oo(; las asíntotas son z = 0, x = 
y > 0. Crece en] [—0o, O |, decrece en 1 -l 6 
No hay extre 


con el periodo de a. Crece 

y (ak) = 0, 
ak, n/á + aki y e 

moon (a/4 ak: 
“col, la función es 


es convexa en |] —0o, —2| y en JO, 21, es es 
punto de inflexión es (0; 0). 1089, D (y) 
en JO. ell, decrece en ]e?, oo: Uma = 
JO, eS/ y cóncava en [e8/?, ++ col; el punto de inflex 
D (y) = ]-0o, -=oo|. Decrece en ]—oo, 1/4l, crec 
= y (4/4) 16. La curva es có 


La curva es convexa en 
im es (e8/%; 8e-49/3). 1090, 
en 1/4, +ool; Yin 
va en 00, 1.2] y en ]t, -+ ol, con- 
vexa en 11/2, 11; los puntos de inflexión son ( 0.1091. Dm) = 

[0, +co[: Decrece en JO, 1/3[, crece en 1/3, mo Y 1) 
La curva es cóncava por doquier. 109 DM 
x. Decrece en ]— 00, OÍ, ercer e 


la 
La curva es cóncava por doquier. 10%3, D (y) 


ntota y 


solia función es 
y —1ey= 1. Crece enl— + sol. La curva es cóncava 

en JO, +col: el punto de 1 es (0; 0), 1094. D (y) 
asintota y = 0. Crece en Jos, 4, decrece en J1, + 00] 
e. La curva es cóncava en Jo, 


Umáx al 
+ool, convexa en l— Y 2/2, 1 + V 2/21; los) puntos de inflexión som 
a+ y2: Yo EN E Di) = I—oo. 24 YI col; las 
asíntolas 7 'rece en J—co, 21 y en 16, —cel, decrece en 


La curva es convexa en J—>0, (|, cóncava en 
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10, 2 y en 12, +col; el punto de inflexión es (0; 0). 1100. R=25/3. 1101. 


1110, Primero. 1111. 
1.41 
jes de las m 


recta que pasa por el origen de las coordenadas y forma con los 
ángulos iguales. 1116. La recta paralela al eje Oz que pasa por el 
1117. La hipérbola equilátera que está en el plano x0z. 1120, ( 

(0 — 245) ¿+ (58 — 20) J. 1424. x/( 
2—2 YI+3a=0. 1125 
. 1126, 70? 237. 1427. 2/1 
1128, (2— 1)/2= (y => 0/0 
— 1)/4. 1130. arecos (14/(3 |, 


M4 (030; —1) y 
(y — 1/0 = (2 — Y 2/2)/1, 
1)/1. 1129, (+ — 1)/2: 

. 1132, ds = Ya Tae. 


ua, v=F= Bjcost44k, =$ 
cos 1 — Bj son 11135, wliy = 1 +2 43k, wlt=, 2] + 0k, 1437. 
13) i— (12/13) j sen £ + (12/19) k cost. 1438. e (4 
(2/3) k. 1147, + 2/8)3 (13) k, 1148, (/Di— (2/8 + 
. 1140. (1/3) 4 (2/3) k. 1150. 2/27. 1454. 2/27. 1152. 
r 2A 327 =0. 1454. 2X + 2Y + 


Capítulo VIII 


1160, 22 4 925 1 es la y 
por centro el origen de las € 
círculo 7% y? 4, 1162. 

<iyr+y> 1 
1/2 > P> dal. 
de la hisoctriz y = 2. 1165, 


«el círculo unitario que tiene 
a parte del plano dentro del 
la entro las rectas paralelas 
's concéntricos 1/25 21 + y2> 0, 
y > x es ol semiplano que r encima 
. 1165. Semiplano + > 0. 1166. La esfera 1? + y? 22< af, 
1167. La parte del espacio que está fuera del cono x2 + y2 
parte del espacio que está dentro de la esfera 22 +- y < 1 a excepción 
del origen de las coordenadas. 1169. La parte del espacio ubicada por encima del 
plano x + y += 0 incluyendo este plano. 1170. La familia_de las rectas 
paralelas 27 + y == C. 1471, La familia de las rectas y = Cr. 1172, La familia 
de las rectas eS z, o bien y = Cyx (C > 0). 1173. La familia de las parábo- 
1174, La familia de las hipérbolas equiláteras xy = C 
€ 5 0); el conjunto de los ejes de las coordenadas Oz y Oy (para C = 0). 117 
La familia de los planos x > y + 32 = C. 1476, La familia de las esferas 22-+ 
+ 13 + :2= C. 1177, La familia de los hiperboloides de dos hojas z2 — y? — 
— 5 = € (para C > 0); la familia de los hiperboloides de una hoja 2 — y? — 


— 2 =C (para € < Oj el cono 21 — y? — +2 = 0 (para C = 0). 1480, 4 


Ó 
=2p sent, 5q =p? sen 8cos O. 
E RA y, 
a 


du a 5 9u 
y VA AS 


du o 
22394, q] = by — 32 +2. 1186, 


22 _1 du_ du 


du 
1185. ¿7 


z = UA (784 3249). 1487, 


ad 


ds A 
1190. 7¿=60* (14 y) ee9tuan, 


